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مقدمه

ناشر سخن

الرحیم الرحمن الʓه بسم
درجات» اوتوالعلم والذین منکم امنوا الذین الʓه «یرفع

ͬ گرداند. م رفیع جهان) دو هر (در را عالم دانشمندان و ایمان اهل مقام خداوند
(١١ آیه المجادله‐ مبارکه (سوره
انسان اسلام، نظر از ͬ دانند. م کمال گرا موجودی را انسان اسلام، آنها راس در و الهͬ ادیان تمام
تعالͬ و تبارک خداوند یعنͬ بی نهایت، کمال سمت به او جهت گیری و است تکامل حال در همواره

است.
استاد تعبیر به که علمͬ است. دانش و علم الهͬ، اقدس ذات به تقرب و کمال راه های از ͬͺی
ͬ جوید م را معبود نشانه های آن در خداجو انسان که علمͬ است؛ عقل زیبایی مطهری؛ مرتضͬ شهید
که روست این از هم ͬ کند. م نزدیͷ تر خدا به را آن دارنده ͬ شود، م فزون تر چه هر که علمͬ ͬ یابد؛ م و
علم، به توجه است، اسلام احͺام مبنای بر آن اساس و شالوده که ایران اسلامͬ جمهوری مقدس نظام

دارد. قرار مسایل صدر در نشر و تحقیق و دانش
که اسلامͬ انقلاب پاسداران سپاه طیبه شجره مولود عنوان به نیز (ع) حسین امام جامع دانشͽاه
کشور، علمͬ‐نظامͬ جامع دانشͽاه تنها عنوان به است، انقلابی و الهͬ ارزش های عمق از برآمده خود
لیاقت ها نمایش برای کم نظیر عرصه خود که مقدس دفاع سال هشت حماسه افتخارآمیز پایان از پس
در تلاش و علمͬ جهاد موضوع بود، اللهͬ حزب مخلص نیروهای پژوهشͬ و علمͬ توانمندی های و
خویش فعالیت های سرلوحه در را علمͬ مختلف های زمینه در بیشتر هرچه شͺوفایی و رشد جهت
داشته مختلف علوم نشر و ترویج در وافر سعͬ دانشͽاه این تاسیس، ابتدای از چند هر است. داده قرار

است. شده مواجه پژوهشͽران و اندیشمندان استقبال با که است نموده عرضه را آثاری و است
نمایند بیان ریاضͬ زبان با را اساسͬ مفاهیم تا ͬ شود م سعͬ علوم گوناگون شاخه های در امروزه
مستقل و منسجم ساختاری صورت به و منطقͬ را آنها وجود بتوانند تا کنند پیدا را آن ریاضͬ قالب و

یابند. دست سریع تری پیشرفت های به و درآورند
مدل سازی قدرت که است گسسته ریاضیات ͬ کند، م ͷکم امر این به که مهمͬ شاخه های از ͬͺی
ریاضیات در که مختلفͬ الͽوریتم های است. گردیده فکری تحول باعث و شده واقع توجه مورد آن
در ͬ کنند. م ایجاد رایانه علوم و کاربردی علوم بین انکارناپذیری ارتباطͬ پل هستند، مطرح گسسته
آموزشͬ برنامه های در آن به وابسته دروس و گسسته ریاضیات درس علمͬ، پیشرفته کشورهای اغلب

دارند. قرار مختلف دوره های
عناوین به نیز دانشجویان و ͬ شوند م آشنا درس این با دانش آموزان که است مدتͬ نیز ما کشور در

ͬ کنند. م کسب مهارت اندازه ای تا ریاضͬ شاخه این در مختلف
دانشجویان ͬ الخصوص عل محققان، و نظران صاحب بهره برداری و توجه مورد حاضر کتاب است امید
و نظرات اعلام با و گرفته قرار مهندسͬ حتͬ و کامپیوتر علوم کاربردی، و محض ریاضͬ رشته های



پیشͽفتار چهار

فرمایند. یاری کشور علمͬ جامعه نیاز مورد آثار انتشار و ترویج در را ما خود، اصلاحͬ پیشنهادات

التوفیق الʓه ومن
(ع) حسین امام جامع دانشͽاه پژوهش معاونت



دوم چاپ مقدمه

آموخت فکرت را جان که آن نام به

و تجارت در گسترده طور به که است ریاضیات در معاصر شاخه های از ͬͺی گسسته ریاضیات
بهینه سازی در شده استفاده ریاضیات یا و کامپیوتر ریاضیات را آن اغلب ͬ شود. م استفاده صنعت
مباحث از وسیعͬ طیف گسسته ریاضیات در بحث مورد موضوعات ͬ نامند. م متناهͬ سیستم های
گراف، نظریه شمارش، روش های مانند موضوعاتͬ ͬ گیرند. م بر در را کاربردی) البته (و ریاضͬ
مواردی سایر و استنتاج اصول و منطق مجموعه ها، نظریه اعداد، نظریه خطͬ، جبر بازگشتͬ، رابطه های

ندارد. وجود پیوستگͬ و حد مفهوم از نشانͬ آنها در کلͬ حالت در که
اغلب (و شمارا آن در چیز همه و نیست انتگرال و دیفرانسیل حساب مانند گسسته ریاضیات
یافتن برای و ͬ کنیم م برخورد آنها با روزمره زندگͬ در که دارند وجود زیادی مسایلͬ است. متناهͬ)
سطح در است ممͺن چند هر نیست؛ انتگرال و دیفرانسیل حساب دانش داشتن به نیاز آنها پاسخ

شود. استفاده نیز آنها از مسایل حل برای پیشرفته
دارند. کار و سر منطق با نوعͬ به همه نرم افزارها، و رایانه نویسͬ برنامه در شده استفاده زبان
برای مناسب ابزاری هستند. برنامه منطق درستͬ بررسͬ و ارزیابی نیازمند ͬ شوند م نوشته که دستوراتͬ
است. آمده فراهم کتاب) ششم فصل در کاربردی تر و مجردتر طور به (و اول فصل دو در کار این
مطرح کتاب این در آنچه است. منطقͬ استنتاج مختلف روش های و گزاره ها منطق مورد در اول فصل
خودداری فازی» «منطق بحث به شدن وارد از و شده شامل را ͷصفر‐ی متداول منطق تنها ͬ شود م
این امر، ظاهر در است. رابطه ها و توابع با آنها ارتباط و مجموعه ها نظریه باره در دوم فصل ͬ کنیم. م
مخصوصاً علوم سایر در وسیعͬ بسیار کاربرد ولͬ ͬ رسند، م نظر به مجرد کاملا́ موضوعاتͬ مطالب
دارند، رشته ها این در اول فصل دو که مهمͬ نقش به توجه با دارند. اطلاعات فناوری و رایانه علوم
دانشجویان شده اند. بیان متنوع تمرینات با همراه و شده جمع آوری مطالب این از کاملͬ نسبتا شͺل
(معمولا˟ مستقل درسͬ در ریاضͬ) دیدگاه با (و فصل  دو این در شده مطرح مطالب با ریاضͬ رشته
به تنها اطلاعات فناوری و رایانه رشته دانشجویان که حالͬ در ͬ شوند. م آشنا ریاضیات) مبانͬ نام با
از ͬ توانند م ریاضͬ رشته دانشجویان ͬ کنند. م برخورد آن با دبیرستان دوره در مختصر خیلͬ صورت
ارائه روش های گرچه کنند. شروع سوم فصل مطالب با مستقیما و کرده نظر صرف فصول این مطالعه

باشند. مفید دانشجویان این توانایی افزایش در ͬ توانند م نیز فصول این در شده
مانند سوالͬ شاید تعداد؟». «چه هستند نیازمند سوال این پاسخ به علوم شاخه های از بسیاری
مشخص منطقه ͷی برای همراه تلفن و نمابر تلفن، خطوط تحویل برای کافͬ تلفن های شماره آیا »
تعداد که بدانیم است لازم گسسته، احتمالات نظریه در است. آمده پیش شما برای نیز دارد؟» وجود
داریم. نیاز نیز نمونه فضای اعضای تمامͬ تعداد به همچنین است. چند پیشامد ͷی مساعد حالت های
ترتیب انتخاب، مساله با که است ریاضͬ از حوزه ای ͬ گویند م نیز ریاضͬ» «ترکیبیات آن به که ترکیبیات
شمردن بدون «چͽونه ترکیبیات هدف دارد. کار و سر گسسته و متناهͬ سیستم های در عملیات و
به فصل این داشت. انتظار کتاب سوم فصل از ͬ توان م را سوالاتͬ چنین پاسخ  است. بشماریم!»
پیشرفته اصول نهایت در و کرده شروع اولیه اصول با است. یافته اختصاص شمارش روش های بررسͬ

ͬ شوند. م مطرح شمارش

باشد. شما ذهن در است ممͺن نیز دیͽری سوالات

به یا است؛ کدام شهر در سنگین برف باریدن از بعد خیابان ها برف روبی برای مسیر موثرترین •
چیست؟ شهری زباله مناسب جمع آوری مدل بهترین مشابه، طور



پیشͽفتار شش

در چیست؟ باشد، نداشته تلاقͬ هم با که طوری به جلسه، هشت برنامه ریزی برای راه بهترین •
. کنند شرکت جلسه چندین در باید مشترک طور به افراد از تعدادی که است این بر فرض اینجا

گیرند انجام باید ساختمانͬ) پروژه (مانند پروژه ͷی در که را فعالیت هایی تمامͬ ͬ توان م چͽونه •
برسد؟ پایان به زمان حداقل در تا کرد زمان بندی و برنامه ریزی

مطالبی کرد. مشاهده گراف» «نظریه نام به ریاضͬ از شاخه ای در ͬ توان م را نوع این از مسایل برخͬ
قوی بسیار انگیزه ای مدرن زندگͬ نیازهای که حالͬ در ͬ شوند، م مطرح مجرد شͺل به امر ظاهر در که

است. کرده ایجاد علم از شاخه این توسعه برای
آغاز ایران نقشه با ͬ کنیم. م مطرح را ساده ای مثال گراف، نظریه در مساله ای با بیشتر آشنایی برای
پاسخ البته و است؟» متصل مجاور) استان چند از دنباله ای (با تبریز به مشهد «آیا ͬ پرسیم: م و ͬ کنیم م
مسیر کوتاه ترین که شود پرسیده اگر دارد. ارتباط گراف در همبندی مفهوم با سوال این است. مثبت
واقعاً نه البته (و مسیرها تمامͬ بررسͬ با است، کدام ͬ کنیم) م عبور آنها از که استان ها تعداد (حداقل
مسدود دلیلͬ هر به استان ها بین مسیرهای از برخͬ اگر حال ͬ کنید. م پیدا مساله برای پاسخͬ آنها) همه
به پاسخ برای بود. خواهد مشͺل قدری پاسخ یافتن قزوین)، استان و زنجان استان بین راه (مثلا باشد

کنیم. استفاده ترکیبیاتͬ بهینه سازی از آن تکمیلͬ شͺل در و گراف نظریه از ͬ توانیم م سوالاتͬ چنین
کاربردهای و شده مطرح اولیه مفاهیم بوده، گراف  نظریه بر مقدمه ای کتاب این چهارم فصل
و درخت ها و هامیلتونͬ گراف های و اولری های گراف مانند خاص گراف های ͬ کند. م بیان را ساده ای
مساله و مسطح گراف های ͬ دهد. م تشͺیل را فصل این عمده قسمت مدرن، علوم در آنها کاربردهای

ͬ شوند. م مطرح فصل پایان در نیز گراف ها مناسب رنگ آمیزی
آنها برای گسسته، ریاضیات که ͬ شوند م مطرح علوم شاخه های سایر در نیز دیͽری سوالات
زیستͬ، علوم رشته های در بعدی سوال دو مثال عنوان به دارد. کننده ای قانع و مناسب پاسخ های

هستند. مطرح اقتصاد و شناسͬ جمعیت

متابولیسم تا است چقدر بدن در خاص داروی صحیح مقدار و بیماری ͷی برای دارو مناسب دˀز •
دهد؟ انجام را بیمار بدن در سالم و لازم

مورد در مشابه سوال نمود؟ تحلیل و کرده مدل بندی را تغییر حال در جمعیت ͬ توان م چͽونه •
است. مطرح نیز کرد، سرمایه گذاری باید که پولͬ

داریم. انتظار شده اند، مطرح بازگشتͬ رابطه های که جایی کتاب، پنجم فصل از را سوالاتͬ چنین پاسخ
مطرح فصل این در معادلاتͬ چنین حل برای ریاضͬ ابزارهای و مساله ها مدل بندی مختلف روش های

کرد. اشاره مولد» «تابع قدرتمند بسیار ابزار به ͬ توان م روش ها جمله از است. شده

به ریاضͬ قالب ͷی از خاصͬ حالت آنها، در موجود روابط و ͬ بینید م کتاب اول فصل دو در آنچه
از کاربردی ادامه، در است. آن کاربردهای و بول جبر بر مقدمه ای ششم فصل هستند. بول» «جبر نام

ͬ شود. م بیان مختصر طور به آنها بهینه سازی همچنین و منطقͬ مدارهای طراحͬ مبحث در آن
بر انگیزه ای رمزنگاری) و کدگذاری ) اطلاعات فناوری در آنها کاربرد و متناهͬ میدان های نظریه
همچنین آنها، خصوصیات و هادامار ماتریس های است. هفتم فصل در اولیه مفاهیم با مختصر آشنایی
کتاب پایانͬ فصل ͬ شوند. م مطرح فصل این در نیز گراف ها بر تعمیمͬ عنوان به بلوکͬ طرح های
اطلاعات تبادل علم پایه پیشرفته تر صورت به که است رمزنگاری و جبری کدگذاری نظریه بر مقدمه ای

ͬ کنند. م ایجاد را
علوم و اطلاعات فناوری ریاضͬ، رشته های کارشناسͬ دوره های در تدریس برای کتاب این مباحث
برای و بوده علوم بیͺران دریای از جرعه ای تنها مطالب این که است واضح شده اند. طراحͬ مهندسͬ



هفت پیشͽفتار

که ͬ تر تخصص کتاب های از را پیشرفته تر مطالب ͬ باشد. م خواننده در انگیزه ایجاد و اولیه آشنایی
در کامل کاربردی و مناسب مرجع ͷی [٣٠] مثال، عنوان به داریم. انتظار شده اند، آورده کتابنامه در
دیدگاه از و بالاتر کمͬ سطح در که دیͽری منابع است.. شده منتشر اخیراً که است گسسته ریاضیات
نیز دیͽری منابع کنید). نگاه را [١٣] مثال عنوان (به دارند وجود نیز ͬ کند م بررسͬ را موضوع ریاضͬ
دانشجویان .[١۵] و [٢۵] (مانند ͬ کنند م مطرح را گسسته ریاضیات در تکمیلͬ مطالب که دارند وجود
جنبه بیشتر که [١۶] مانند منابعͬ از ͬ توانند م نیز اطلاعات فناوری و افزار سخت و نرم افزار علوم رشته
فرمول های از کاملͬ گردایه نمایند. استفاده ͬ کنند م مطرح را خاص حوزه در گسسته ریاضیات کاربردی

کرد. مشاهده [٣١] در ͬ توان م نیز را گسسته ریاضیات در استفاده مورد
منتشر (ع) حسین امام جامع دانشͽاه انتشارات همت به ١٣٨٠ سال در کتاب این اول ویرایش
کتاب در ͬ هایی کاست علوم، مختلف رشته های در تدریس طͬ در گذشته، سال ١٠ طͬ در گردید.
با کتاب این دوم ویرایش کرد. اشاره داشت وجود که چاپی غلط   های به ͬ توان م جمله از شد. مشاهده
کتاب دوم و اول فصل ͬ کنیم. م بیان مورد چند در را جدید ویرایش مزیت های ͬ شود. م ارائه تغییراتͬ
بر علاوه شده اند. افزوده کتاب به اطلاعات فناوری رشته در گسسته ریاضیات درس کامل پوشش برای
فرمول ها یͺنواختͬ به امر این است. شده تایپ مجدداً زی پرشین١ ͬ نویسͬ ریاض نرم افزار در کتاب آن،
تعدادی و شده اضافه کتاب به تمرینات از برخͬ است. افزوده متن زیبایی نهایت، در و اَشͺال و
افزوده کتاب به نیز منتخب» تمرینات «پاسخ عنوان به جدیدی فصل همچنین شده اند. اصلاح نیز
نمایه واژه نامه، تکمیل بر علاوه کتاب، پایان در باشد. خوانندگان برای مناسبی راهنمای تا است شده
موضوعات، به خوانندگان دسترسͬ تا شده اضافه کتاب به نیز شده استفاده نماد های نمایه و موضوعͬ
مشتاقانه و نبوده اشͺال از خالͬ نیز ویرایش این که میͺنیم اذعان وجود، این با گیرد. انجام سریع تر

هستیم. خوانندگان رهنمودهای منتظر
خود، رهنمودهای و قبلͬ ویرایش در موجود ایرادات کردن گوشزد با که کسانͬ تمامͬ از پایان در
آنها کتاب، مطالعه حین در که گمنامͬ دانشجویان مخصوصاً کرده اند، یاری ویرایش این تکمیل در را ما
جامع دانشͽاه انتشارات از ͬ کنیم. م قدردانͬ صمیمانه کرده اند، منتقل مولفان به و کرده یادداشت را
نیز را کتاب دوم ویرایش چاپ مسولیت و بوده پیشͽام علوم توسعه در همواره که (ع) حسین امام

ͬ نماییم. م تشͺر پذیرفته اند،

تومانیان مͽردیچ دکتر حدیقه غفاری علیرضا دکتر
تبریز دانشͽاه بازنشسته استاد آذربایجان معلم تربیت دانشͽاه استاد

hadigheha@azaruniv.ac.ir
١٣٩٠ تابستان

Xepersian١



١ فصل

برهان و منطق

را ما که ͬ شویم م آشنا ابزارهایی با فصل این در است. ریاضͬ استدلال ریاضͬ، منطق اصلͬ موضوع
همͽان استفاده برای رسمͬ زبان ایجاد ریاضͬ منطق در اساسͬ نکته کنند. یاری ریاضͬ استدلال در
فلسفه در ریشه ریاضͬ منطق باشد. توافق مورد و بوده درک قابل کاربران همه برای باید زبان این است.
متداول قاعده های ͬ توان م که است ریاضͬ غیر بحث های از استفاده با تنهایی به که است بدیهͬ و دارد
درست (آنچه مفهومͬ استدلال بین تمایزی ͬ توان م که است فلسفه با همچنین کرد. ارزیابی را استنتاج

شد. قایل داد) نشان ͬ توان م (آنچه نحوی استدلال و است)

مانند روش هایی آشنایی این ͬ شوند. م آشنا دبیرستان دوره در گزاره ای منطق با معمولا˟ دانشجویان
گوناگون هم ارزی های و «نقیض» و «یا» «و»، رابط های از استفاده با نمادی منطق ارزش گذاریِ جدول
شده طراحͬ ریاضͬ منطق مفاهیم با اولیه آشنایی برای فصل این ͬ شود. م شامل را برهان روش های بین
را گزاره درستͬ ارزیابی روش و کرده تعریف را گزاره ای رابط های و گزاره ها ابتدا فصل این در است.
جامع مرجع ͷی به علاقمند خوانندگان ͬ کنیم. م مرور را استنتاج روش های ادامه در ͬ کنیم. م توصیف
هستند علاقمند منطق مبحث ریاضͬ دیدگاه به که اشخاصͬ کنند. استفاده [٢٠] از ͬ توانند م ساده و

کنند. مراجعه [١١] مانند ͬ تر تخصص منابع به ͬ توانند م نیز

آنها به مربوط اعمال و گزاره ١ . ١

همزمان گزاره ͷی که ندارد امͺان (یعنͬ نادرست یا و است درست یا که است خبری جمله  ͷی گزاره
نوشته آن مقابل در گزاره هر ارزش کنید. توجه بعدی گزاره چند به نادرست). هم و باشد درست هم
«۲ < ۴» (نادرست)؛ است» دانمارک در «لندن (درست)؛ است» فرانسه در «پاریس است: شده

(نادرست). «۴ = ۷» (درست)؛
(جمله بده» انجام را «تکلیف هایت است)؛ سوالͬ جمله ͷی) چیست؟» شما «نام جمله های
است» زوج عدد ͷی x » نادرست)؛ نه و است درست (نه است» نادرست گزاره «این دستوری)؛
ͷی نادرستͬ یا درستͬ نیستند. گزاره نیست)؛ (جمله «سقراط» است)؛ وابسته x مقدار به آن (درستͬ

ͬ گویند. م آن درستͬ ارزش را گزاره



برهان و منطق ٢

مفهوم نماد نام
p که نیست چنین ¬p نقیض

q و p p ∧ q عطف
q یا p p ∨ q فصل

همزمان دو هر نه ولͬ q یا p یا p⊕ q جمع مانع یا
q آنگاه p اگر p⇒ q الزام

q اگر فقط و اگر p p⇔ q دوشرطͬ

آنها نمادهای و گزاره ای رابط های :١ . ١ جدول

p q ¬p p ∧ q p ∨ q p⊕ q p⇒ q p⇔ q
د د ن د د ن د د
د ن ن ن د د ن ن
ن د د ن د د د ن
ن ن د ن ن ن د د

گزاره ای رابط های از استفاده با مرکب گزاره های ارزش :١ . ٢ جدول

ارزش جدول و گزاره ای رابط های

آمده اند ١ . ١ جدول در اصلͬ رابط های ͬ روند. م به کار ترکیبی گزاره های ایجاد برای گزاره ای رابط های
مولفه های ارزش به تنها مرکب گزاره ͷی ارزش شده است). استفاده گزاره ها دادن نشان برای q و p (از
نشان (False) «ن» با را آن نادرستͬ و (True) «د» با را گزاره ͷی ارزش درستͬ دارد. بستگͬ آن

ͬ کنیم. م خلاصه ٢ . ١ جدول در را مرکب گزاره های ارزش ͬ دهیم. م
که است درست وقتͬ p∨ q یعنͬ ͬ دهد؛ م نشان را غیرانحصاری» «یا ترکیب p∨ q که کنید توجه
p⊕ q یعنͬ است؛ جمع» مانع «یا دهنده نشان ⊕ دیͽر، طرف از باشند. درست آنها دوی هر یا q یا p

آنها. دوی هر نه و باشد درست q یا p گزاره های از ͬͺی تنها که است درست زمانͬ

استلزام و تناقض همیشه‐درست، گزاره

باشد. درست همواره آن، مولفه های ارزش دهͬ نوع هر برای هرگاه گویند همیشه درست را گزاره ͷی
نوع هر برای هرگاه گویند تناقض را گزاره ͷی است. همیشه درست p ∨ ¬p گزاره مثال، عنوان به
(جدول است تناقض ͷی p∧¬p گزاره مثال عنوان به باشد. نادرست همواره آن، مولفه های ارزش دهͬ

کنید). نگاه را بعدی

p ¬p p ∧ ¬p p ∨ ¬p
د ن ن د
ن د ن د



٣ آنها به مربوط اعمال و گزاره

شرطͬ گزاره های

ͬ شود؛ م داده نمایش p⇒ q صورت به که ͬ کند» م ایجاب را q ،p» یا «q آنگاه p «اگر شͺل به گزاره ای
گزاره ͷی است» ایرانͬ آنگاه باشد تهران اهل رضا «اگر مثال عنوان به ͬ شود. م نامیده شرطͬ گزاره

نامند. تالͬ یا حͺم را q گزاره و مقدم یا فرض را p گزاره اینجا در است. شرطͬ
درست p گزاره که وقتͬ مͽر است درست همواره p ⇒ q شرطͬ گزاره که باشید داشته توجه
درست است» فرانسه پایتخت پاریس آنگاه ،۲ < ۴ «اگر گزاره بنابراین، باشد. نادرست q گزاره و
درست نیز «۲ < ۴ آنگاه باشد دانمارک پایتخت لندن «اگر گزاره همچنین (درست⇒درست). است
است درست نیز است» دانمارک پایتخت لندن آنگاه ،۴ = ۷ «اگر گزاره (درست⇒نادرست). است
نادرست است» دانمارک پایتخت لندن آنگاه ۲ < ۴ «اگر گزاره که حالͬ در ⇒نادرست)؛ (نادرست

(درست⇒نادرست). است
درست را p⇒ q است؛ درست q ولͬ بوده نادرست p وقتͬ که رسد نظر به عجیب است ممͺن
مثال عنوان به ͬ کنیم. م بررسͬ را گزاره نماها که ͬ شود م واضح تر زمانͬ موضوع این بͽیریم. نظر در
به استلزام این بͽیرید. نظر در را است» نیز ۲ از مضربی آنگاه باشد ۴ از مضربی x «اگر شرطͬ گزاره
باشد ۴ از مضربی ۳ «اگر صورت به گزاره این x = ۳ خاص حالت برای گرچه است درست وضوح

ͬ آید. درم است» نیز ۲ از مضربی آنگاه
ͬ شود م نامیده دوشرطͬ (q اگر تنها و اگر p یا، q اگر فقط و اگر p ͬ شود م (خوانده p⇔ q گزاره
هر یا درست دو هر یا دیͽر عبارت به است؛ یͺسان گزاره دو هر ارزش که است درست زمانͬ فقط و

هستند. نادرست دو

منطقͬ هم ارزی

¬p∨q و p⇒ q مرکب گزاره های که ͬ شویم م متوجه ͬ شود، م مشاهده بعدی جدول در آنچه به توجه با
دارند: یͺسانͬ ارزش های

p q ¬p ¬p ∨ q p⇒ q
د د ن د د
د ن ن ن ن
ن د د د د
ن ن د د د

هم ارز باشند، داشته یͺسانͬ ارزش های آنها، مولفه های ارزش از نظر صرف مرکب، گزاره دو هرگاه
ͬ  نویسیم م و هستند منطقͬ هم ارز ¬p ∨ q و p ⇒ q گزاره های بنابراین ͬ شوند. م نامیده منطقͬ
همیشه گزاره ͷی A ≡ B اگر فقط و اگر هستند منطقͬ هم ارز B و A گزاره دو .¬p∨ q ≡ p⇒ q

باشد. درست

هستند: منطقͬ هم ارز زیر گزاره های منطق برای دمورگان١ قانون های ١ . ١ مثال

¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q
¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q

ͬ کنیم: م استفاده آنها ارزش جدول از واقعیت این کنترل برای

Augustus De Morgan (1806–1871)١



برهان و منطق ۴

p q ¬p ¬q p ∨ q ¬(p ∨ q) ¬p ∧ ¬q p ∧ q ¬(p ∧ q) ¬p ∨ ¬q
د د ن ن د ن ن د ن ن
د ن ن د د ن ن ن د د
ن د د ن د ن ن ن د د
ن ن د د ن د د ن د د

منطقͬ هم ارزی ١ . ٢ مثال

p⇔ q ≡ (p⇒ q) ∧ (q ⇒ p)

کرد: بررسͬ آن مولفه های ارزش جدول با ͬ توان م را هم ارزی این برقراری است. برقرار

p q p⇒ q q ⇒ p (p⇒ q) ∧ (q ⇒ p) p⇔ q
د د د د د د
د ن ن د ن ن
ن د د ن ن ن
ن ن د د د د

مثال؛ عنوان به است. معادل آن عکس و شرطͬ گزاره ͷی عطفͬ ترکیب با دوشرطͬ گزاره بنابراین،
متاهل رضا «اگر بͽوییم که این با است هم ارز باشد» داشته همسر اگر فقط و اگر است متاهل «رضا
♢ است.» متاهل آنگاه باشد داشته همسر رضا «اگر و دارد» همسر آنگاه باشد

نقیض عکس̞ و عکس

ͷی که باشید داشته توجه است. p ⇒ q شرطͬ گزاره عکس q ⇒ p گزاره شد، گفته که همچنان
«اگر مثال عنوان به کنید). نگاه را قبلͬ (مثال نادرست آن عکس ولͬ باشد درست است ممͺن گزاره
ایرانͬ رضا «اگر آن عکس که حالͬ در است؛ درست گزاره ͷی است» نیز ایرانͬ آنگاه باشد تهرانͬ رضا

باشد. نادرست است ممͺن است» نیز تهرانͬ آنگاه باشد
منطقͬ هم ارز گزاره دو این و ͬ شود م تعریف ¬q ⇒ ¬p صورت به p⇒ q گزاره نقیض عکس̞
نباشد ایرانͬ رضا «اگر و است» نیز ایرانͬ آنگاه باشد تهرانͬ رضا «اگر گزاره دو مثال عنوان به هستند.

هستند. هم ارز نیست» نیز تهرانͬ آنگاه

گزاره نما

است»، ایرانͬ X» ،«x + ۲ = ۷» مثال، عنوان به است. متغیر چند یا ͷی شامل گزاره ای گزاره نما
نسبت متغیر به که مقداری به گزاره نما ͷی ارزش هستند. گزاره نما است» اول عدد ͷی p» و «x ≤ y»
صورت به «x + ۲ = ۷» گزاره نمای آنگاه باشد x = ۱ اگر مثال عنوان به است. وابسته ͬ دهیم، م
به «۵+ ۲ = ۷» گزاره نمای آنگاه باشد x = ۵ اگر ولͬ است؛ نادرست که ͬ آید درم «۱+ ۲ = ۷»
نوشته پرانتز داخل آن، ادامه در متغیرها که بزرگ حرف ͷی با گزارنما است. درست که ͬ آید م دست

غیره. و Q(x, y) ،P (x) مانند ͬ شود؛ م داده نشان شده اند،
نقض مثال و ͬ کند م تبدیل درست گزاره به را P (x) که است x برای مقداری P (x) برای مصداق
x+ ۲ = ۷ برای مصداقͬ ۵ پس ͬ کند. م تبدیل نادرست گزاره به را P (x) که است x برای مقداری
که دارد تعلق مجموعه ͷی به گزاره نما ͷی در متغیر هر ͬ کنیم م فرض آن. برای نقض مثالͬ ۱ و است
صحیح عدد ͷی n است»، فرد صحیح عدد ͷی n» گزاره نمای در ͬ گویند. م متغیر دامنه را مجموعه آن
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است.»، ایرانͬ X» گزاره نمای در است. صحیح اعداد مجموعه n دامنه بنابراین، و ͬ دهد م نشان را
است٢. انسان ها مجموعه X دامنه صورت این در و کنیم فرض انسان را X است ممͺن

سورها

P»)که (x) که طوری به دارد وجود «xی (یا «P (x) ،x برخͬ «برای عبارت ،P (x)گزاره نمای داشتن با
است. متداول مفهوم به گزاره ͷی بنابراین، و دارد مشخصͬ ارزش ͬ شود؛ م داده نشان ∃x;P (x) با
طبیعͬ اعداد مجموعه x دامنه آن در که باشد «x + ۲ = ۷» گزاره نمای P (x) اگر نمونه؛ عنوان به
مجموعه دامنه با «۲x = ۷» گزاره نمای Q(x) اگر که حالͬ در است. درست ∃x;P (x) آنگاه است
در گویا اعداد را x دامنه اگر دیͽر، طرف از است. نادرست «∃x;Q(x)» آنگاه باشد، صحیح اعداد

ͬ نامند. م وجودی سور را ∃ نماد است. درست گزاره این بͽیریم نظر
«P (x) xها، تمامͬ «برای ،«P (x) x؛ هر ازای «به ،«P (x) x؛ هر «برای جمله های مشابه، طور به
عنوان به دارد. مشخصͬ ارزش ͬ شوند، م داده نشان «∀x;P (x)» نماد با که نوع این از جمله هایی و
آنگاه باشد، صحیح اعداد مجموعه آن دامنه و بوده «x + ۲ = ۷» گزاره نمای P (x) اگر نمونه،
(x + ۱)۲ =» گزاره نمای دادن نشان برای Q(x) اگر که حالͬ در است. نادرست «∀x;P (x)»

ͬ نامند. م عمومͬ سور را ∀ نماد است. درست «∀x;Q(x)» آنگاه شود، استفاده «x۲ + ۲x+ ۱
عنوان به برد. کار به همزمان به طور را سور چندین ͬ توان م متغیر، ͷی از بیش با گزاره نماهایی در
در که دارد وجود zی ،y هر برای و x هر «برای که است معنͬ این به ∀x∀y∃z;P (x, y, z) نمونه

ͬ کنند». م صدق P (x, y, z) خاصیت
کرد، عوض هم با را وجودی سور و عمومͬ سور جای ͬ توان نم کلͬ حالت در که کنید توجه
x, y اگر نمونه عنوان به است. متفاوت ∃y∀x;P (x, y) مفهوم با ∀x∃y;P (x, y) مفهوم یعنͬ
باشد؛ است» y دوست x» گزاره نمای دهنده نشان P (x, y) و شوند استفاده انسان ها دادن نشان برای
که حالͬ در هستند، معینͬ شخص دوست انسان ها همه که است معنͬ این به ∀x∃y;P (x, y) آنگاه
است واضح هستند. او دوست همه که دارد وجود شخصͬ که است مفهوم این به ∃y∀x;P (x, y)

نیستند. یͺسان مفهوم دو این که
مثلا́ باشند؛ داشته سور متغیرها از قسمتͬ تنها است ممͺن گراره نما ͷی در

∀x∃y;P (x, y, z, t).

آزاد متغیرهای را (t و z مثال این (در بقیه و مقید متغیرهای را (y و x مثال این (در متغیرهایی چنین
گزاره نماهایی گویند. سوری گزاره ͬ شوند م تبدیل گزاره به سور چند یا ͷی با که گزاره نمایی گویند.
متغیر کمتری تعداد به ولͬ هستند گزاره نما هنوز باشند، داشته سور آن متغیرهای از قسمتͬ تنها که

وابسته اند.

منطق در دمورگان یافته تعمیم قانون های

عبارت به یا باشد، درست P (x) که ندارد وجود x برای مقداری آنگاه باشد، نادرست ∃x;P (x) اگر
بنابراین، است. نادرست همیشه P (x) دیͽر

¬∃x;P (x) ≡ ∀x;¬P (x).

برقرار حالت این موارد برخͬ در ͬ شوند. م انتخاب دامنه ͷی از شده اند ظاهر گزاره نما ͷی در که متغیرهایی تمامͬ ٢معمولا˟

عدد n که حالͬ در ͬ دهد م نشان را رشته ͷی σ متغیر است.»، n طول به رشته ͷی σ» گزاره نمای در مثال عنوان به نیست.
است. طبیعͬ اعداد مجموعه ،n دامنه و رشته ها مجموعه ،σ دامنه بنابراین، است. طبیعͬ
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باید بنابراین، و نیست برقرار P (x) ،x هر برای آنگاه باشد نادرست ∀x;P (x) اگر دیͽر، طرف از
پس: باشد. نادرست P (x) ،x برخͬ برای

¬∀x;P (x) ≡ ∃x;¬P (x).

کرد. استفاده پیچیده سوری گزاره های نقیض کردن پیدا برای متوالͬ طور به ͬ توان م را قاعده دو این
نمونه: عنوان به

¬∃x∀y : P (x, y) ≡ ∀x¬∀y;P (x, y) ≡ ∀x∃y;¬P (x, y).

برهان و ریاضͬ دستگاه های ١ . ٢

درست که هستند گزاره هایی آن موضوعه اصول ͬ شود. م تشͺیل زیر موارد از ریاضͬ دستگاه ͷی
جمله های ͬ روند. م کار به قبلͬ مفاهیم روی از جدید مفاهیم ایجاد برای تعریف ها ͬ شوند. م فرض
مفهوم مجموعه ها، نظریه در نمونه عنوان به هستند. دستگاه ͷی اولیه مفاهیم با متناظر نشده تعریف
که روندی کرد. ثابت را آن درستͬ ͬ توان م که است گزاره ای قضیه است. نشده تعریف «مجموعه»
مختلف روش شش معمولا˟ برهان برای دارد. نام برهان ͬ شود م استفاده گزاره ͷی درستͬ بررسͬ برای
حالت ها با برهان غیرمستقیم، برهان مستقیم، برهان بدیهͬ، برهان مقدم، انتفای به برهان دارد؛ وجود

وجودی. برهان و

بدیهͬ برهان

ارزش ،p ارزش از نظر صرف صورت، این در است. درست p ⇒ q شرطͬ گزاره در q کنید فرض
نادرستͬ یا درستͬ به توجه (بدون قضیه ͷی در حͺم درستͬ اگر بنابراین، است. درست شرطͬ ترکیب
عدد ͷی x «اگر شرطͬ گزاره نمونه، برای ͬ شود. م ثابت نیز قضیه درستͬ آنگاه شود ثابت فرض)
برای بͽیرید. نظر در «(۱+ x)n ≥ ۱+ nx آنگاه باشد؛ نامنفͬ صحیح عدد ͷی n و مثبت حقیقͬ
است لازم ابتدا کنید). نگاه را بعدی (بخش کرد خواهیم استفاده استقرا از گزاره این درستͬ بررسͬ
از نظر صرف باشد؛ n = ۱ اگر که ͬ بینیم م وضوح به شود. ثابت n = ۱ برای گزاره نما این درستͬ

است. قضیه ͷی n = ۱ برای گزاره نما این پس است. برقرار تساوی رابطه ،x مقدار

مقدم انتفای به برهان

ارزش ،q ارزش از نظر صرف صورت، این در است. نادرست p ⇒ q شرطͬ گزاره در p کنید فرض
قضیه درستͬ آنگاه شود ثابت قضیه ͷی در فرض نادرستͬ اگر بنابراین، است. درست شرطͬ ترکیب
روش این از گرچه است. قضیه ͷی «.۳ = ۴ آنگاه ۱ = ۲ «اگر گزاره نمونه، برای ͬ شود. م ثابت نیز

است. کارا خیلͬ موارد از برخͬ در ولͬ ͬ شود م استفاده کمتر برهان برای

مستقیم برهان

ͬ گیریم. م نتیجه را حͺم درستͬ نهایت در و ͬ گیریم م نظر در درست را مساله فرض های روش، این در
ͬ کنیم. م استفاده داریم، اختیار در که منطقͬ ابزارهای تمامͬ از کار این برای

است. فرد فرد، عدد دو حاصل ضرب دهید نشان مستقیم برهان با ١ . ٣ مثال
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که طوری به موجودند n و m صحیح اعداد پس هستند. فرد عدد دو y و x کنید فرض : حل
بنابراین .y = ۲m+ ۱ و x = ۲n+ ۱

x× y = (۲n+ ۱)× (۲m+ ۱) = ۴mn+ ۲m+ ۲n+ ۱ = ۲k + ۱,

♢ است. فرد عدد ͷی x× y پس است. صحیح عدد ͷی k = ۲mn+m+ n آن در که

غیرمستقیم برهان

درستͬ بررسͬ جای به ،¬q ⇒ ¬p و p⇒ q گزاره دو بودن معادل به توجه با برهان، از روش این در
ͬ دهیم. م نشان را آن نقیض عکس درستͬ شرطͬ، گزاره

.y > ۳ یا x > ۲ آنگاه x+ y > ۵ اگر کنید ثابت ۴ . ١ مثال

غیرمستقیم روش کنیم. ثابت را (x+ y > ۵)⇒ (x > ۲ ∨ y > ۳) گزاره درستͬ باید : حل
طرف از دهیم. نشان را ¬((x > ۲) ∨ (y > ۳))⇒ ¬(x+ y > ۵) درستͬ که است این برهان
دو این افزودن است. هم ارز (x ≤ ۲) ∧ (y ≤ ۳) گزاره با ¬((x > ۲) ∨ (y > ۳)) گزاره دیͽر،
♢ است. ¬(x+ y > ۵) همان که ͬ شود م منجر x+ y ≤ ۵ نابرابری به هم، بر نابرابری

تناقض با برهان

به ͬ کنیم م سعͬ و گرفته نظر در را حͺم نقیض و مساله فرض های خلف، برهان یا تناقض با برهان در
است. نادرست همواره که برسیم r ∧ ¬r مانند گزاره ای به یعنͬ برسیم؛ تناقض

.y > ۳ یا x > ۲ آنگاه x+ y > ۵ اگر دهید نشان خلف برهان با ۵ . ١ مثال

y > ۳ یا x > ۲ نابرابری های از ͬͺی برقراری باید گزاره این از .x+ y > ۵ کنیم فرض : حل
و x ≤ ۲» پس است؛ نادرست (y > ۳ یا x > ۲) خلف) (فرض کنیم فرض بͽیریم. نتیجه را
متناقض x+ y > ۵ فرض با که x+ y ≤ ۳ + ۲ = ۵ داریم نابرابری دو این افزودن با .«y ≤ ۳
درست باید «y > ۳ یا x > ۲» بنابراین، و است نادرست «y ≤ ۳ و x ≤ ۲» فرض پس، است.
♢ باشد.

ͬ خواهیم م غیرمستقیم، برهان در است. مشͺل خلف برهان و غیرمستقیم برهان بین تمایز گاهͬ
در کنیم. ثابت ¬q ⇒ ¬p یعنͬ آن؛ نقیض عکس درستͬ دادن نشان با را p ⇒ q استلزام برقراری
استلزام ͷی مساله حͺم s است (ممͺن ͬ کنیم م ثابت را s مانند گزاره ای خلف، برهان در که حالͬ
خلف برهان واقع در ͬ گیریم. م نتیجه را تناقضͬ و کرده فرض را ¬s درستͬ کار این برای و نباشد)

است. غیرمستقیم برهان از ͬ تر کل

وجود b و a مانند صحیحͬ اعداد یعنͬ نیست؛ گویا عدد
√

۲ دهید نشان خلف برهان با ۶ . ١ مثال
.
√

۲ = a/b که ندارند

صحیح اعداد کوچͷ ترین b و a آن در که
√

۲ = a/b یعنͬ است؛ گویا
√

۲ کنیم فرض : حل
بنابراین، و ۲ = a۲/b۲ داریم: تساوی، این رساندن دو توان به با ͬ کنند. م صدق کسر این در که هستند
زوج نیز a بنابراین، و است زوج a۲ پس است، ۲ از مضربی رابطه این چپ سمت چون .۲b۲ = a۲



برهان و منطق ٨

ͬ توان م و است زوج نیز b۲ یعنͬ .b۲ = ۲a′۲ یا ،۲b۲ = ۴a′۲ پس .a = ۲a′ ͬ نویسم م است.
نتیجه در .b = ۲b′ نوشت

a

b
=

۲a′
۲b′ =

a′

b′

♢ نیست. گویا
√

۲ پس است. متناقض b و a بودن کوچͷ ترین فرض با که

حالت ها با برهان

هر در و ͬ گیریم م نظر در است، متصور مساله برای که را حالت هایی تمامͬ برهان، از روش این در
ͬ کنیم. م ثابت را گزاره درستͬ حالت،

نفر که ͬ گوید م اول نفر ͬ کنند. م صحبت یͺدیͽر بودن دروغگو و راستگو مورد در نفر سه ١ . ٧ مثال
راستگو. دو هر یا و هستند دروغگو دو هر یا سوم، و اول نفر دو که ͬ گوید م دوم نفر است. دروغگو دوم

است. دروغگو سوم نفر کنید ثابت ͬ نامیم. م بودن» «هم سنخ را مفهوم این

انجام اول نفر بودن دروغگو یا و راستگو برای مختلف حالت دو گرفتن نظر در با را برهان برهان:
ͬ دهیم: م

او ادعای پس است. دروغگو دوم نفر صورت این در است. راستگو اول نفر کنیم فرض اول: حالت
پس است؛ راستگو اول نفر چون نیستند. هم سنخ سوم نفر و اول نفر یعنͬ است. نارست نیز

است. دروغگو سوم نفر

دوم نفر بنابراین، و است نادرست نیز او ادعای پس است. دروغگو اول نفر کنیم فرض دوم: حالت
دروغگو اول نفر چون هستند. هم سنخ سوم و اول نفر دوم، نفر ادعای بر بنا است. راستگو

است. دروغگو نیز سوم نفر پس است؛

است. دروغگو سوم نفر حالت، هر در ترتیب این به

وجودی برهان

شده بیان وجودی سور با که قضیه ͷی درستͬ دادن نشان برای شد، گفته وجودی سور در که همچنان
وجودی برهان نوع دو گویند. وجودی برهان را برهان نوع این کنیم. پیدا مصداقͬ است کافͬ است،
قضیه خاصیت در که کنیم پیدا را مقداری بتوانیم اگر غیرسازنده. برهان و سازنده برهان دارد؛ وجود
نگاه را بعدی مثال نمونه عنوان به دادیم. نشان را قضیه درستͬ مصداق، کردن پیدا با عملا کند، صدق

کنید:

صورت به متفاوت روش دو به ͬ توان م را آن که دارد وجود صحیحͬ عدد دهید نشان ١ . ٨ مثال
و ۱۷۲۹ = ۱۳ + ۱۲۳ زیرا ͬ شود؛ م ثابت قضیه ،١٧٢٩ عدد انتخاب با نوشت. مͺعب ها مجموع
♢ .۱۷۲۹ = ۹۳ + ۱۰۳

داده نشان غیرمستقیم روش با بلͺه ͬ شود نم تولید مصداقͬ عملا غیرسازنده، وجودی برهان در
را بعدی مثال نمونه عنوان به خلف). برهان با (معمولا باشد داشته وجود باید چیزی چنین که ͬ شود م

کنید. نگاه

دارد. وجود ٣ از بزرگ تر اول عدد دهید نشان ١ . ٩ مثال
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چون هستند. اول اعداد تنها ٣ ٢و یعنͬ ندارد. وجود ٣ از بزرگ تر اول عدد کنید فرض : حل
ضرب حاصل صورت به بتوان باید را ٢۵ عدد پس کرد، تجزیه اول عامل های به ͬ توان م را عدد هر
که طوری به باشند موجود j و i مانند نامنفͬ صحیح اعداد باید بنابراین، نوشت. ٢ و ٣ از توان هایی
اول عدد حتما بنابراین، نیست. قسمت قابل ٣ و ٢ بر ٢۵ عدد ͬ دانیم م که حالͬ در .۲۵ = ۲i×۳j

♢ دارد. وجود ٣ از بزرگ تر

استنتاج قواعد بحث ها،

q گزاره آن ها دنبال به و ͬ نامیم م فرض را آنها که است p۱, p۲, . . . , pn گزاره های از دنباله ای بحث
صورت به معمولا˟ بحث ͷی گوییم. حͺم را آن که ͬ آید م

p۱
p۲
...
pn

∴ q,

بودن درست از q بودن درست اگر گویند معتبر را بحث ͬ شود. م نوشته p۱, p۲, . . . , pn/ ∴ q یا
است. نامعتبر بحث صورت این غیر در شود؛ نتیجه p۱, p۲, . . . , pn

وجود به برای و است معلوم آنها بودن معتبر که هستند خاصͬ ساده بحث های استنتاج قواعد
کنید. ملاحظه را زیر بحث نمونه عنوان به ͬ روند. م کار به گام به گام برهان ͷی آوردن

p⇒ q
p

∴ q,

ͬ کنیم: م استفاده زیر درستͬ جدول از بحث این اعتبار بررسͬ برای

p q p⇒ q p q
د د د د د
د ن ن د ن
ن د د ن د
ن ن د ن ن

درست نیز q اول)، سطر (دقیقاً هستند درست p و p ⇒ q هم که سطرهایی در جدول ملاحظه با
هستند. ذیل شرح به ͬ شوند، م استفاده استنتاج در که متداولͬ قواعد است. معتبر بحث این پس است.

اول قاعده . ١
p⇒ q
¬q

∴ ¬p,

دوم قاعده . ٢
p⇒ q
p

∴ q,
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جمع) (قاعده سوم قاعده . ٣
p

∴ p ∨ q,

ساده سازی) (قاعده چهارم قاعده . ۴

p ∧ q
∴ p,

عطف) (قاعده پنجم قاعده . ۵
p
q

∴ p ∧ q,

تراگذری) (قاعده ششم قاعده . ۶
p⇒ q
q ⇒ r

∴ p⇒ r,

هفتم قاعده . ٧
p ∨ q
¬p

∴ q,

جذب) (قاعده هشتم قاعده . ٨
p ∨ q
¬p ∨ r

∴ q ∨ r,

ͬ شود م شامل را گزاره ای دارد، برچسب ͷی سطر هر ͬ شوند. م نوشته ستون سه در معمولا˟ بحث ها
«فرض یا بحث ͷی در شده استفاده توجیهͬ دلیل ͬ کند. م توجیه را بحث در گزاره این وجود که دلیلͬ و
بحث در قبلͬ گزاره های روی از استنتاج قواعد از استفاده با ͬ توان م را آن یا و است گزاره آن بودن»

گرفت». «نتیجه
بیایم پیاده پای با اگر پیاده. پای با یا ͬ آیم م اتوبوس «با بͽیرید: نظر در را زیر گزاره های ١ . ١٠ مثال
قالب بندی صورت این به ͬ توان م را مساله این آمده ام.» اتوبوس با پس ام. نشده خسته ͬ شوم. م خسته
را ͬ آیم» م پیاده پای «با گزاره شود، استفاده ͬ آیم» م اتوبوس «با گزاره نمایش برای B کنید فرض کرد.
،B∨W از عبارتند مساله فرض های شود. داده نمایش T با ͬ شوم» م «خسته گزاره و دهیم نشان W با

نوشت: زیر گام های در ͬ توان م را بحث این است. بحث حͺم B و T¬؛ و W ⇒ T

گام گزاره دلیل
۱) W ⇒ T فرض
۲) ¬T فرض
۳) ¬W اول قاعده ١و٢و
۴) B ∨W فرض
۵) ∴ B هفتم قاعده ٣و۴و



١١ برهان و ریاضͬ دستگاه های

گزاره نماها برای استنتاج قاعده های

برای ͬ توان م را قواعد این ͬ کنیم. م بیان را متغیر ͷی با گزاره نماها برای استنتاج قواعد اینجا در
داد. تعمیم متغیر ͷی از بیش با گزاره نماهایی

مجموعه از a خاص عضو هر برای آنگاه باشد، درست ∀x;P (x) گزاره اگر عام. استلزام . ١
یعنͬ است. درست نیز P (a) مرجع،

∀x;P (x)
∴ P (a),

۷+ ۱ = ۱+ ۷ برقراری ،∀x; (x+ ۱ = ۱+ x) سوری گزاره درستͬ از نمونه، عنوان به
.(a = ۷ اینجا (در ͬ شود م نتیجه

از مشخص a برخͬ برای P (a) گزاره آنگاه باشد، درست ∃x;P (x) اگر وجودی استلزام . ٢
یعنͬ است. درست مرجع مجموعه

∃x;P (x)
∴ P (a),

در است. نهفته a مفهوم در که است محدودیتͬ در دارد قبلͬ قاعده با قاعده این که تفاوتͬ
برخͬ تنها a وجودی، استلزام در که حالͬ در است مرجع مجموعه از عضوی هر a عام، استلزام
اعداد مرجع (مجموعه ∃x; (x۲ = ۲) از نمونه، عنوان به است. مرجع مجموعه اعضای از
و ͬ دهیم م ±نشان

√
۲ با را اعداد این ͬ شود، م نتیجه حقیقͬ اعداد برخͬ وجود است) حقیقͬ

.(±
√
2)2 = 2 داریم:

مرجع مجموعه از a دلخواه عضو ͷی برای P (x) گزاره نمای که شود ثابت اگر کلͬ. تعمیم . ٣
یعنͬ است. درست نیز ∀x;P (x) آنگاه است، درست

P (x)
∴ ∀x;P (x),

را بودن مرجع مجموعه عضو فرض فقط که است این اینجا در دلخواه» عضو ͷی» از منظور
نمونه، عنوان به ͬ شویم. نم قایل آن برای دیͽری محدودیت و ͬ گیریم م نظر در شͬء آن برای
درستͬ جبر، اولیه قواعد از استفاده با و است  دلخواه حقیقͬ عدد ͷی x که این فرض با

ͬ شود. م ثابت ∀x; [(x+ ۱)۲ = x۲ + ۲x+ ۱]

آنگاه باشد، درست مرجع مجموعه از a مانند خاصͬ اعضای برای P (a) اگر وجودی تعمیم . ۴
یعنͬ است. درست نیز ∃x : P (x)

P (a)
∴ ∃x;P (x),

است. درست نیز ∃x; (x+ ۱ = ۸) پس ،۷ + ۱ = ۸ چون نمونه، عنوان به

عضوی a «اگر یعنͬ داد. نشان نقض مثال با را کلͬ گزاره ͷی نادرستͬ ͬ توان م دهید نشان ١ . ١١ مثال
گرفت.» نتیجه را ¬∀x;P (x) ͬ توان م ¬P (a) از آنگاه باشد، مرجع مجموعه از
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نوشت: ͬ توان م زیر صورت به را بحث این حل:

گام گزاره دلیل
۱) ¬P (a) فرض
۲) ∃x : ¬P (x) وجودی تعمیم
۳) ¬∀x : P (x) کلͬ گزاره نقیض

١ . ١ تمرین

کنید: بررسͬ را زیر گزاره های منطقͬ هم ارزی . ١

¬(p⇒ q) ≡ p ∧ ¬q
p ∧ q ≡ ¬q ⇒ ¬p

¬(p⇔ q) ≡ p⊕ q.

ریاضͬ شͺل به را دارد» وجود آن از بزرگ تر دیͽری حقیقͬ عدد حقیقͬ، عدد هر «برای جملۀ . ٢
بنویسید. نیز را آن نقیض و نوشته

است. درست همیشه گزاره ͷی ((p⇒ q)⇒ p)⇒ p عبارت دهید نشان . ٣

است؟ درستͬ زیر گزاره ارزش موقعͬ چه . ۴

(p⇒ q)⇒ (q ⇒ r).

هستند. معادل p⇒ (q ⇒ r) و (p ∧ q)⇒ r عبارت دو دهید نشان . ۵

چرا؟ هستند؟ برقرار زیر هم ارزی های آیا . ۶

(p ∧ q)⇒ r ≡ (p⇒ r) ∧ (q ⇒ r).

p⇒ (q ∨ r) ≡ (p⇒ q) ∨ (p⇒ r).

اطلاعات افراد این از بازجویی در هستند. متهم جرم ͷی مورد در پرویز و ͷباب افشین، نفر سه . ٧
آمده است: دست به زیر

بی گناه. پرویز و است مقصر ͷباب افشین: •
است. مقصر نیز پرویز آنگاه باشد مقصر افشین اگر :ͷباب •

است. مقصر نیز دیͽر نفر دو از ͬͺی حداقل ولͬ هستم بی تقصیر من پرویز: •

» و است» بی گناه ͷباب » است»، بی گناه «افشین گزاره های ترتیب به r و q ،p که آن فرض با
باشند: است» بی گناه پرویز

بنویسید. نیز را آن ارزش گذاری جدول بنویسید. ریاضͬ استنتاج شͺل به را بازجویی این (آ)
دهید: پاسخ زیر سوالات به قبلͬ جدول از استفاده با (ب)

هستند؟ سازگار بازجویی ها این آیا i.
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مشخص را آنها گرفت. نتیجه دیͽری بازجویی از ͬ توان م را متهمان از ͬͺی پاسخ ii.
کنید.

است. داده  دروغ شهادت کسͬ چه هستند بی گناه نفر سه هر که این فرض با iii.
کنید. مشخص را مقصر و بی گناه هستند، راستگو نفر سه هر که آن فرض با iv.

کسͬ چه ͬ گوید، م دروغ گناه کار فرد و است گفته راست بی گناه فرد که آن فرض با v.
بی گناه؟ کسͬ چه و است مقصر

بنویسید: ریاضͬ استنتاج صورت به را زیر بحث . ٨

کار محل به دیر باشد، مشͺل رانندگͬ اگر ͬ شود. م مشͺل رانندگͬ ببارد، برف اگر
دیر از اجتناب برای ͬ بارد، م برف شوم. خارج منزل از زودتر که آن مͽر ͬ رسم م

شوم. خارج منزل از زودتر باید کار محل به رسیدن

کنید: تعیین را آن ارزش و نوشته منطقͬ عبارت ͷی صورت به را زیر بحث . ٩

هیچ است. خوبی دانشجوی کند حل را منطق مساله های تمامͬ بتواند که کسͬ
در مساله ای بنابراین، کند. حل را منطق مساله های تمامͬ ͬ تواند نم دانشجویی

کند. حل را آن ͬ تواند نم هیچ کس که دارد وجود منطق

است. درست همواره ∃x(P (x)⇔ ∀yP (y)) سوری گزاره دهید نشان . ١٠

بنویسید: ریاضͬ استنتاج صورت به را زیر بحث . ١١

موقعیت، از یا باشد غافلͽیرانه که است آمیز موفقیت زمانͬ فقط دشمن حمله
پیروزی به که آن مͽر ͬ دهد نم انجام غافلͽیرانه حمله دشمن نشود. دفاع بخوبی
خود پیروزی از دشمن آنگاه شود دفاع خوب موقعیت از اگر باشد. مطمئن خود

بود. نخواهد آمیز موفقیت دشمن حمله پس داشت. نخواهد اطمینان

(چرا؟). است معتبر استنتاج این آیا

بͽیرید: نظر در را زیر گزاره نماهای . ١٢

است. انسان ͷی x H(x)؛ •
است. اتومبیل ͷی x C(x)؛ •
است. کامیون ͷی x T؛ (x) •
ͬ راند. م را y ،x ,D(x؛ y) •

هستند. یͺسان y و x ,I(x؛ y) •

بنویسید: سورها از استفاده با را زیر گزاره های

نیست. اتومیبل انسانͬ هیچ (آ)
نیست. کامیون اتومبیلͬ هیچ (ب)

دارد. وجود انسانͬ (ج)
دارد. وجود اتومبیلͬ (د)
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ͬ کنند. م رانندگͬ انسان ها فقط (ه)
ͬ شوند. م رانده کامیون ها و اتومبیل ها تنها (و)

ͬ کنند. م رانندگͬ افراد برخͬ (ز)
ͬ شود. م رانندگͬ اتومبیل ها برخͬ با (ح)

ͬ شود. نم رانندگͬ اتومبیل ها برخͬ با (ط)
ͬ کند. م رانندگͬ کامیون یا اتومیبل با شخصͬ هر (ی)

ͬ کنند. م رانندگͬ را کامیون) و (اتومیبل دو هر افراد برخͬ (ک)
ͬ کنند. نم رانندگͬ اصلا افراد برخͬ (ل)

ͬ کند. نم رانندگͬ را کامیون) و (اتومیبل دو هر کس هیچ (م)
دارد. راننده ͷی حداکثر اتومبیل هر (ن)

دارد. راننده دو دقیقا کامیون هر (س)
ͬ دهد. م انجام را کامیون) یا (اتومبیل خودرو ͷی رانندگͬ دقیقا کس هر (ع)

روش های (از است گویا عدد ͷی ab که طوری به هستند موجود b و a اصم اعداد دهید نشان . ١٣
کنید). استفاده برهان مختلف

که کرد فکر خودش با ایستاده اند. هم کنار که کرد مشاهده را عده ای خیابان کنار در شخصͬ . ١۴
آنجا در که نفر سه از ͬ رود. م شهر مرکز طرف به خیابان این و است توبوس ایستگاه مͺان این

شنید: را زیر جواب های و کرد سوال بودند ایستاده

نیست. اتوبوس ایستگاه مͺان این ولͬ ͬ رود م شهر مرکز به خیابان این اول: نفر
است. اتوبوس ایستگاه اینجا ولͬ ͬ رود نم شهر مرکز به خیابان این دوم: نفر

ͬ رود. م شهر مرکز طرف به خیابان این نه و است اتوبوس ایستگاه اینجا نه سوم: نفر

راستگو سه، این از نفر دو که گفتند سه هر نه؟ یا هستید راستگو آیا که پرسید نفر سه هر از
ایستگاه «اینجا که بͽیرد نتیجه  ͬ تواند م حرف ها این از شخص این آیا دروغگو. نفر ͷی و هستند

ͬ رود»؟ م شهر مرکز طرف به خیابان و است اتوبوس

به است بهتر که میͺند فکر خود با ͬ افتد. م کار از افتاده دور جاده ͷی در راننده ای اتومبیل . ١۵
آن در که نفر دو از گرفتن ͷکم برای بیاورد. خود با ماهر تعمیرکار ͷی و رفته تعمیرگاه ͷی
اول نفر دروغگو. یا هستند راستگو یا نفر دو این ͬ خواهد. م راهنمایی ͬ کردند؛ م کار ͬͺنزدی
تعمیرگاه طرف به جنوب سمت به جاده این یا است جاده شمال سمت در «تعمیرگاه ͬ گوید: م
به جاده این جنوب سمت و است جاده شمال سمت در «تعمیرگاه ͬ گوید: م دوم نفر ͬ رود.» م
تعمیرگاه «اگر ͬ گوید: م دوم نفر است». دروغگو دوم «نفر ͬ گوید: م اول نفر ͬ رسد». م تعمیرگاه
تصمیم راننده . ͬ رود» م تعمیرگاه طرف به آن جنوب سمت آنگاه باشد جاده شمال سمت در
جدول از خود پاسخ برای است؟ گرفته درستͬ تصمیم آیا برود. جاده جنوب سمت به ͬ گیرد م

کنید. استفاده ارزش

(این ͬ بیند م را اتوبوس مختلف مسیر سه به مربوط تابلوی اتوبوس ایستگاه ͷی در شخصͬ . ١۶
سوال مسیر سه هر مقصد مورد در نفر سه از بنامید). B۳ و B۲ ،B۱ ترتیب به را مسیرها

ͬ کند. م دریافت را زیر پاسخ های ͬ کند. م
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ͬ رود. م شهر مرکز سمت به B۲ و B۱ مسیر دو از ͬͺی حداقل اول: نفر
ͬ رود. م شهر مرکز سمت به B۱ دوم: نفر

ͬ روند. م شهر مرکز سمت به B۳ و B۲ سوم: نفر
ͬ رود. م شهر از خارج سمت به B۳ اول: نفر

ͬ روند. م شهر خارج سمت به B۳ و B۲ دوم: نفر
ͬ رود. م شهر خارج سمت به B۱ سوم: نفر

شهر مرکز به رسیدن برای شخص این دروغگو، یا هستند راستگو یا نفر سه این که این فرض با
کنید. توجیه ارزش جدول با را خود جواب کند؟ انتخاب را مسیر کدام

آنجا در که شخصͬ از ͬ بیند. م رایانه دستگاه سه آنجا در و شده ͬ نت کاف ͷی وارد شخصͬ . ١٧
«رایانه ͬ دهد م پاسخ او هستند. متصل اینترنت به رایانه ها این آیا که ͬ پرسد م داشت حضور
دخترش بپرسید». است) راستگو (فردی ͬ داند م که دخترم از نیست، متصل اینترنت به اول
سومͬ شخص نیست». متصل سوم رایانه ولͬ است متصل اینترنت به دوم «رایانه ͬ گوید: م
رایانه آنگاه باشد متصل اینترنت به دوم رایانه «اگر گفت: ͬ کرد م گوش صحبت ها این به که
راستگو است ممͺن نفر سه این از ͷی هر که این فرض با است». متصل اینترنت به نیز اول
ارزش جدول از خود پاسخ درستͬ برای است؟ متصل اینترنت به رایانه کدام باشد، دروغگو یا

کنید. استفاده

راستگو کدام ͬ دانیم نم که این فرض با ͬ گیرد. م انجام ورزشͬ تیم طرفدار دو بین زیر صحبت . ١٨
است؟ تیم کدام طرفدار کسͬ چه است، دروغگو کدام و

هستم. زرد تیم طرفدار من اول: نفر
هستید. نارنجͬ تیم طرفدار بلͺه نیستید زرد تیم طرفدار شما دوم: نفر

هستیم. نارنجͬ تیم طرفدار دو، هر ما اول: نفر

ریاضͬ استقرای ١ . ٣

فرانچسͺو شانزدهم، قرن ͬ دان ریاض توسط که کتابی در برهان برای ریاضͬ استقرای از استفاده اولین
خواص Arithmeticorum Libri Duo نام به خود کتاب در او است. شده دیده شد، منتشر مرولیͺو٣
اثبات های از ͬͺی است. کرده ثابت استقرا با را آنها از برخͬ و کرده بیان صحیح اعداد برای گوناگونͬ
در نیز ریاضͬ استقرای توصیف اولین است. n۲ فرد، عدد اولین n مجموع داد، نشان که بود این او
برهانͬ چنین برای را استقرا نام که بود کسͬ اولین او شد. ارائه دمورگان گوستوس آ توسط ١٨٣٨ سال

برد. کار به
موضوعه اصول از ͬͺی که ͬ گردد برم مجموعه ها در ترتیبی خوش خاصیت به ریاضͬ استقرای اعتبار
کوچͷ ترین نامنفͬ، صحیح اعداد از ناتهͬ مجموعه هر خاصیت، بنابراین است. اعداد نظریه در مهم
ارتباط صحیح اعداد مجموعه با که ͬ شود م استفاده قضیه هایی اثبات برای اصل این از دارد. عضو

دارند.
آنها در که است ریاضͬ گزاره  های از خاصͬ انواع اثبات برای موثر و قوی ابزاری ریاضͬ استقرای
است. برقرار خاصͬ نقطه از شروع با مثبت صحیح اعداد یا صحیح اعداد تمامͬ برای خصوصیت ͷی

بͽیرید. نظر در را زیر گزاره های نمونه عنوان به
Francesco Maurolico (1494-1575)٣
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است. برابر ۱
۲n(n+ ۱) با صفر از شروع با صحیح عدد n مجموع : ١ گزاره

دارد. وتر ۱
۲n(n− ۳) راس، n ≥ ۴ با محدب ضلعͬ چند ͷی : ٢ گزاره

حوزه های از بسیاری و هندسه جبر، شامل و است وسیع بسیار ریاضͬ استقرای از استفاده محدوده
ظاهر گزاره ها همه در که است n عدد است، مشترک گزاره ها این تمامͬ در آنچه است. ریاضͬ دیͽر
صحیح عدد هر ͬ تواند م n که ͬ شود م فرض ضمنͬ، یا صریح طور به گزاره ها این تمامͬ در ͬ شود. م

باشد. مثبت

نیازمندیم؟ ریاضͬ استقرای با برهان به چرا

بررسͬ را خاص مثال چند که است این ریاضͬ نتایج از بسیاری اثبات برای متداول روش های از ͬͺی
ͬ کند. م آسان تر را ریاضͬ استقرای از استفاده دلیل درک کار، این کنیم.

از حتما که شد خواهید مطمئن چͽونه روید. بالا پله بی نهایت با نردبانͬ از ͬ خواهید م کنید فرض
دارید: خود توانایی های مورد در را زیر ادعای دو کنید فرض آیید. برمͬ کار این عهده

روم. بالا پله اولین از ͬ توانم م •

دارم. را بالاتر پله به رفتن توانایی گیرم، قرار نردبان از پله ای روی بتوانم اگر •

دوم، گزاره به بنا و روید بالا پله اولین از ͬ توانید م اول، گزاره به بنا آنگاه باشند درست ادعا دو هر اگر
بقیه و چهارم سوم، پله روی ͬ توانید م دوم گزاره از استفاده با دوباره بروید. دوم پله روی ͬ توانید م
ادعای اثبات برای که کنید توجه روید. بالا نردبان از ͬ توانید م بخواهید که کجا هر تا پس بروید. نیز
صعود برای تضمینͬ باشد، درست اول گزاره تنها اگر باشند. درست باید گزاره دو هر خودتان، توانایی
نخواهد آغاز نردبان پله های از صعود وقت هیچ باشد، صحیح دوم ادعای تنها اگر و ندارید دوم پله به

شد.

برای گزاره این برقراری بررسͬ نتیجه بͽیرید. نظر در را ١ گزاره ریاضͬ، مساله ͷی توصیف برای
است. آمده زیر در n مقدار چند

۰ + ۱ = ۱(۲)/۲ = ۱
۰ + ۱ + ۲ = ۲(۳)/۲ = ۳

۰ + ۱ + ۲ + ۳ = ۳(۴)/۲ = ۶

اگر آیا نکنید. احساس بیشتر برهان به نیازی و برسند نظر به کننده قانع محاسبات این است ممͺن
نیز n هر برای که گرفت نتیجه ͬ توان م باشد، برقرار کردیم محاسبه که اعدادی تمامͬ برای برای گزاره

ͬ کنیم. م ملاحظه را دیͽری مثال سوال این به پاسخ برای است؟ برقرار

است. اول عدد ͷی نیز ۲p − ۱ آنگاه باشد، دلخواهͬ اول عدد p اگر : ٣ گزاره

ͬ کنیم. م کنترل را اول اعداد از نمونه چند کار این برای

p = ۲ ; ۲p − ۱ = ۳
p = ۳ ; ۲p − ۱ = ۷
p = ۵ ; ۲p − ۱ = ۳۱
p = ۷ ; ۲p − ۱ = ۱۲۷



١٧ ریاضͬ استقرای

p اول عدد هر برای گزاره این که شویم قانع است ممͺن هستند؛ اول اعداد ١٢٧ و ٣١ ،٧ ،٣ چون
پس نیست. اول عدد که ۲۱۱−۱ = ۲۰۴۷ = ۲۳×۸۹ ،p = ۱۱ برای که حالͬ در است برقرار

نیست. درست کلͬ حالت در گزاره این

گزاره این بودن درست بررسͬ «برای کنیم: مطرح را سوال این و ͬ گردیم برم ١ گزاره به دوباره
بررسͬ برای که را nهایی تعداد و داریم اختیار در رایانه ای کنید فرض کنیم؟» کنترل باید را عدد چند
بیابیم بزرگͬ عدد که ندارد وجود امیدی صورت، این در نیست؛ مهم ͬ کنیم م بررسͬ گزاره بودن درست

است. ریاضͬ استقرای از استفاده به نیاز بر دلیلͬ امر این نباشد. درست آن برای گزاره که

چیست؟ استقرا با اثبات

ثابت گزاره) ͷی n هر (برای را گزاره ها از دنباله ای باید گزاره، ͷی اثبات برای تلاش جای به کنید فرض
سپس و ͬ شود م ثابت اول گزاره برقراری ابتدا ͬ شود؛ م استفاده ریاضͬ استقرای در روش این کنیم.
درستͬ ترتیب این به است. درست نیز بعدی گزاره باشد درست گزاره ها از ͬͺی اگر ͬ کنیم م ثابت

ͬ شود. م ثابت گزاره ها تمامͬ
ͬ کنیم: م بیان زیر صورت به را گام دو این

پایه گام

درست n ≥ a برای گزاره که باشد شده تصریح اگر یا است، درست n = ۱ برای گزاره کنید ثابت
. گویند استقرا پایه را گزاره این کنید. ثابت n = a برای را گزاره درستͬ آنگاه است؛

استقرایی گام

گام این است. برقرار نیز n = k+۱ برای باید آنگاه است، درست n = k برای گزاره اگر کنید ثابت
باشد. مفید مرحله چند به آن ͷتفکی شاید و است قسمت مشͺل ترین

فرض را آن و است مساله فرض گزاره این بنویسید. n = k برای دقیق طور به را گزاره ١ مرحله
. گویند استقرا

این شود. ثابت باید گزاره این برقراری بنویسید. n = k + ۱ برای دقیق طور به را گزاره ٢ مرحله
گویند. استقرا حͺم را گزاره این باشید داشته نظر در کار حین در را اصل

کار این انجام برای کنید. ثابت را ٢ مرحله گزاره درستͬ ،١ مرحله فرض از استفاده با ٣ مرحله
ریاضͬ موضوع به و بوده متفاوت دیͽر مساله به مساله ای از و ندارد وجود خاصͬ دستورالعمل
است: این اصلͬ سوال کنید. استفاده خود ریاضͬ دانش و نبوغ از باید دارد. بستگͬ بحث مورد

رسید؟» ٢ مرحله به ١ مرحله از ͬ توان م «چͽونه

(یا n ≥ ۱ هر برای گزاره که گرفت نتیجه ͬ توان م شدند، انجام استقرایی و پایه گام های وقتͬ
است. درست (n ≥ a هر برای کنیم، شروع n = a از اگر

گزاره کرد. تشبیه گزاره» «اثبات ماشین به را ریاضͬ استقرای ͬ توان م مطلب، بهتر توصیف برای
برای پس است، درست n = ۱ برای گزاره چون استقرایی، گام با کردیم. ثابت n = ۱ برای را
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پس است، درست n = ۲ برای گزاره چون استقرایی، گام بر بنا دوباره، است. درست نیز n = ۲
نیز n = ۴ برای پس است، درست n = ۳ برای گزاره چون باز و است درست نیز n = ۳ برای

ͬ یابد. م ادامه ترتیب این به کار و است درست

کرد تنظیم را ماشین ͬ توان م ͬ یابد. نم خاتمه هرگز فرایند این کردیم، ثابت را استقرایی گام چون
کنید فرض ندارد. اهمیتͬ n بودن بزرگ ماشین، این در نشود. متوقف هرگز و اجراکند را اثبات کار تا
برسیم N − ۱ گام به وقتͬ بنابراین، است. نادرست آن برای گزاره که دارد وجود N مانند عددی

داریم: زیر نوع از گزاره ای

است. نادرست n = N برای ولͬ درست n = N − ۱ برای گزاره

است. درست n هر برای گزاره پس است. ناممͺن و بوده متناقض استقرایی گام با گزاره این

ͬ کنیم. م بررسͬ ١ گزاره اثبات در را روش این اجرای
صورت این در است. صفر مجموع آنگاه ،n = ۰ اگر پایه: گام

۱
۲n(n+ ۱) = ۱

۲ × ۰× ۱ = ۰.

است. درست n = ۰ برای نتیجه پس
استقرایی: گام

ͬ کند. م تصریح را ۱ + ۲ + ۳ + · · ·+ k = ۱
۲k(k + ۱) برقراری استقرا فرض اول: مرحله

دهیم: نشان باید دوم: مرحله

۱ + ۲ + ۳ + · · ·+ (k + ۱) = ۱
۲ (k + ۱)[(k + ۱) + ۱] = ۱

۲ (k + ۱)(k + ۲).

چپ سمت که ͬ شود م ملاحظه گرفت؟ نتیجه اول مرحله از را دوم مرحله ͬ توان م چͽونه سوم: مرحله
پس، ͬ شود. م تولید اول مرحله رابطه چپ سمت به (k + ۱) کردن اضافه با دوم، مرحله رابطه

۱ + ۲ + ۳ + · · ·+ (k + ۱) = ۱ + ۲ + ۳ + · · ·+ k + (k + ۱)

=
۱
۲k(k + ۱) + (k + ۱) استقرا فرض بنابر

= (k + ۱)(۱۲k + ۱) فاکتورگیری

=
۱
۲ (k + ۱)(k + ۲) کنیم ثابت ͬ خواستیم م آنچه

است. برقرار n ≥ ۰ هر برای گزاره بنابراین، ͬ شود. م کامل استقرایی گام انجام ترتیب این به

استقرا اصل از شده ای اصلاح شͺل های

ͬ کنیم: م اشاره اصلاح چند به ادامه در دارد. وجود ریاضͬ استقرای اصل از شده ای اصلاح شͺل های
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عام استقرای

است. درست n = ۱ برای گزاره پایه: گام •

درست نیز n + ۱ برای آنگاه باشد درست ۱ ≤ k ≤ n هر برای گزاره اگر استقرایی: گام •
است.

صحیح اعداد تمامͬ برای گزاره صورت این در ͬ شود. م نامیده نیز قوی استقرای گاهͬ عام استقرای
کنید: توجه زیر مثال به عام استقرای از نمونه ای برای است. درست نیز مثبت

k؛ ≥ ۳ هر برای و a۲ = ۳ ، a۱ = ۲ ،a۰ = ۱ کنید فرض ١ . ١٢ مثال

ak = ak−۱ + ak−۲ + ak−۳.

است. برقرار an ≤ ۲n رابطه n ≥ ۰ هر برای دهید نشان قوی استقرای با

است. برقرار ۳ ≤ k < n هر برای حͺم کنید فرض است. بدیهͬ n = ۰,۱,۲ برای حͺم : حل
داریم: دنباله اعضای تعریف به توجه با است. برقرار نیز n برای حͺم ͬ کنیم م ثابت

an = an−۱ + an−۲ + an−۳

≤ ۲n−۱ + ۲n−۲ + ۲n−۳

≤ ۲۰ + ۲۱ + · · ·+ ۲n−۳ + ۲n−۲ + ۲n−۱

= ۲k − ۱ ≤ ۲k

است. شده استفاده قوی استقرای از استدلال این در که کنید توجه ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به و
♢

پسرو استقرای

است. درست n = ۱ برای گزاره پایه: گام •

است. درست نیز n− ۱ برای آنگاه باشد درست n > ۱ برای گزاره اگر •

است. درست مثبت صحیح عدد هر برای گزاره صورت این در
١ . ٣ تمرین

کنید. ثابت استقرا با را ٢ گزاره درستͬ . ١

گزاره کنید ثابت n روی استقرا با . ٢

(x+ a)n = xn + nxn−۱a+
n(n− ۱)

۲! xn−۲a۲ +

n(n− ۱)(n− ۲)
۳! xn−۳a۳ + · · ·+ nxan−۱ + an,

است. درست n ≥ ۰ طبیعͬ عدد هر برای

کنید: ثابت را زیر گزاره های درستͬ ریاضͬ استقرا با . ٣
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است. ۲n− ۱ فرد عدد nامین (آ)
است. n۲ فرد عدد n اولین مجموع (ب)

است. زوج n(n+ ۱) ،n مثبت صحیح عدد هر برای (ج)

است. ۶ از مضربی n۳ − n ،n ≥ ۲ مثبت صحیح عدد هر برای (د)
داریم: x ̸= ۱ فرض با و n ≥ ۱ هر برای (ه)

xn+۱ − ۱
x− ۱ = ۱ + x+ x۲ + · · ·+ xn.

از بزرگ تر حقیقͬ عدد ͷی x آن در که (۱+ x)n ≥ ۱+ nx داریم n ≥ ۰ هر برای (و)
است. صفر

داریم: n ≥ ۱ هر برای (ز)

n∑
r=۱

r(r + ۱) = ۱
۳n(n+ ۱)(n+ ۲),

.۱(۲) + ۲(۳) + ۳(۴) + · · ·+ n(n+ ۱) = ۱
۳n(n+ ۱)(n+ ۲) یعنͬ

.n۲ ≥ ۲n+ ۱ ،n ≥ ۳ هر برای (ح)

.۲n ≥ n۲ ،n ≥ ۴ هر برای (ط)
درجه ۱۸۰(n − ۲) ،n ≥ ۳ هر برای ضلعͬ n ͷی داخلͬ زاویه های اندازه مجموع (ی)

است.
n! > ۲n . داریم: n ≥ ۴ هر برای (ک)

نوشته اول عامل های حاصل ضرب صورت به یا است اول یا n > ۱ صحیح عدد هر کنید ثابت . ۴
کنید). استفاده قوی استقرای از (راهنمایی: ͬ شود م

(شͺل کرد ͷموزایی L شͺل به ͬ هایی کاش با ͬ توان م را ۲n در ۲n ابعاد با مربع هر دهید نشان . ۵
نشود. داده پوشش خانه ͷی و کنید) نگاه را بعدی

ZZ
Z

ͷی نیز xn +
۱
xn

مثبت، صحیح n هر برای آنگاه باشد صحیح عدد x+
۱
x

اگر کنید ثابت . ۶
است. مثبت عدد

است. فرد نیز n۲ فرد، n هر برای دهید نشان . ٧

کنید: تحقیق را زیر روابط درستͬ استقرا با . ٨

۱۲ + ۲۲ + ۳۲ + · · ·+ n۲ =
n(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶ (آ)
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۱۳ + ۲۳ + ۳۳ + · · ·+ n۳ =
n۲(n+ ۱)۲

۴ (ب)

۱۴ + ۲۴ + ۳۴ + · · ·+ (n− ۱)۴ =
n۵

۵ −
n۴

۲ +
n۳

۳ −
n

۳۰ (ج)

۱۵ + ۲۵ + ۳۵ + · · ·+ (n− ۱)۵ =
n۶

۶ −
n۵

۲ +
۵n۴

۱۲ −
n۲

۱۲ (د)

۱۶ + ۲۶ + ۳۶ + · · ·+ (n− ۱)۶ =
n۷

۷ −
n۶

۲ +
n۵

۲ −
n۳

۶ +
n

۴۲ (ه)

۱۷ + ۲۷ + ۳۷ + · · ·+ (n− ۱)۷ =
n۸

۸ −
n۷

۲ +
۷n۶

۱۲ −
۷n۴

۲۴ +
n۲

۱۲ (و)

۱۸+۲۸+۳۸+ · · ·+(n−۱)۸ =
n۹

۹ −
n۸

۲ +
۲n۷

۳ − ۷n۵

۱۵ +
۲n۳

۹ − n

۳۰ (ز)

۱×۲×۳+۲×۳×۴+· · ·+n(n+۱)(n+۲) = n(n+ ۱)(n+ ۲)(n+ ۳)
۴ (ح)

۱× ۱! + ۲× ۲! + · · ·+ n× n! = (n+ ۱)!− ۱ (ط)
۲!.۴!.۶! · · · (۲n)! ≥ ((n+ ۱)!)n (ی)

۱
۳× ۵ +

۱
۵× ۷ + · · ·+ ۱

(۲n− ۱)× (۲n+ ۱) =
n

۲n+ ۱ (ک)

هستند: صحیح زیر اعداد n هر برای کنید ثابت . ٩

n۳ + ۵n
۶ (آ)

۶۲n−۱ + ۱
۷ (ب)

۲۳n

+ ۱
۳n+۱ (ج)

کنید: ثابت را زیر نابرابری های درستͬ . ١٠

۱
n+ ۱ +

۱
n+ ۲ +

۱
n+ ۳ + · · ·+ ۱

۲n >
۱۳
۲۴ (n > ۱) (آ)

۱
۱۲ +

۱
۲۲ +

۱
۳۲ + · · ·+ ۱

n۲ < ۲ (ب)

کنید. استفاده پسرو استقرای از راهنمایی: (ج)

۱
۱
x۱

+ ۱
x۲

+ · · ·+ ۱
xn

≤ (x۱ × · · · × xn)
۱
n ≤ x۱ + · · ·+ xn

n
.

n ≥ ۶ و (n+ ۱)۲ ≤ ۲n (د)

۱ +
۱√
۲
+

۱√
۳
+ · · ·+ ۱√

n
≤ ۲
√
n (ه)



برهان و منطق ٢٢

نقطه دو در دایره دو هر که طوری به ͬ شود م ͷتفکی ناحیه چند به را صفحه ͷی دایره n با . ١١
کنید. ثابت استقرا با ا ر خود ادعای نکنند. عبور نقطه ͷی از دایره سه هر و باشند داشته تلاقͬ

خطوط تلاقͬ با که را ناحیه هایی کنید ثابت شده اند. رسم صفحه ͷی روی دایره و خط تعدادی . ١٢
که طوری به کرد آمیزی رنگ قرمز) و (آبی رنگ دو با چنان ͬ توان م آمده اند، وجود به دایره ها و

کنید. ثابت استقرا با را خود ادعای باشند. داشته متفاوت رنگ های مجاور ناحیه های

و ͬ کنند م قطع را همدیͽر خط دو هر که طوری به شده اند رسم صفحه ͷی روی راست خط n . ١٣
ͬ کنند؟ م ͷتفکی ناحیه چند به را صفحه خطوط این ͬ کنند. نم عبور نقطه ͷی از خط سه هیچ

کنید. ثابت استقرا با را خود ادعای

ناحیه ای کنید ثابت دارد. سایه خط هر طرف ͷی و شده اند رسم صفحه ͷی در خط تعدادی . ١۴
است. شده پوشانده سایه هایش با کامل طور به که دارد وجود

q مانند اعدادی کنید ثابت استقرا با .m > ۰ و بوده نامنفͬ صحیح اعداد m,n کنید فرض . ١۵
.n = qm+ r که طوری به دارد وجود ۰ ≤ r < m شرط با r و

به ͬ پرد. م جلو به خانه دو یا ͷی بار، هر در و است نشسته مربع ها از نوار ͷی روی ملخ ͷی . ١۶
کنید. ثابت استقرا با را خود ادعای برسد. ام n خانه به ͬ تواند م طریق چند

صاحب با ندارد. هتل اتاق اجاره پرداخت برای پولͬ ولͬ ͬ شود م وارد هتل ͷی به مسافری . ١٧
بدهد هتل دار به دارد که طلایی زنجیر از حلقه ͷی اقامت، شب هر برای که ͬ کند م توافق هتل
اقامت مدت حداکثر ببرد. را حلقه n که است مجاز او گیرد). انجام روزانه باید (پرداخت ها

کنید. ثابت استقرا با را خود ادعای بیابید). n حسب (بر است روز چند هتل در او

مبلغ هر کنید ثابت دارد. تومانͬ هزار پنج و دو اسͺناس های تنها خودپرداز ͷی کنید فرض . ١٨
استقرا از اثبات برای کرد. پرداخت دستگاه این با ͬ توان م را تومان هزار چهار مساوی یا بزرگ تر

کنید. استفاده

همرنگ اسب ها تمامͬ که ͬ کند م ثابت زیر صورت به اسب ها تعداد روی استقرا با شخصͬ . ١٩
دارد؟ ایرادی چه استدلال این هستند.

است. رنگ ͷی از آنگاه باشد داشت وجود اسب ͷی فقط اگر پایه: گام •

فرض استقرا). (فرض شده اند شماره گذاری n تا ۱ از اسب ها کنیم فرض استقرایی: گام •
(مثلا́ هستند همرنگ n تا ۱ از اسب ها استقرا، فرض به بنا داریم. اسب n + ۱ کنید
از اسب های استقرا، فرض بنابر دوباره است. سفید نیز ۲ شماره اسب بنابراین، سفید).

هستند. سفید اسب n+ ۱ تمامͬ پس (سفید). هستند همرنگ نیز n+ ۱ تا ۲

که طوری به موجودند y و x نامنفͬ صحیح اعداد n > ۲۳ صحیح عدد هر برای کنید ثابت . ٢٠
.n = ۷x+ ۵y

کنید). استفاده ١٨ تمرین در رفته کار به روش از (راهنمایی:

عدد n ≥ ۲ صحیح عدد هر برای کنید ثابت استقرا با . ٢١√
۱ +

√
۱ +
√

۱ + · · ·

کنید. مشخص را عدد این است). رابطه این در ۱ها تعداد n) نیست گویا عدد



٢٣ ریاضͬ استقرای

کنید. ثابت گزاره n ≥ ۲ برای را دمورگان قوانین برقراری استقرا با . ٢٢

به موجودند t و s صحیح اعداد ،b و a نامنفͬ صحیح عدد دو هر برای کنید ثابت استقرا با . ٢٣
است. b و a مشترک علیه مقسوم بزرگترین sa+ tb که طوری

داد. نمایش دو مبنای در ͬ توان م را طبیعͬ عدد هر کنید ثابت قوی استقرای با . ٢۴

است. بخش پذیر x− y بر xn − yn ،n ≥ ۱ صحیح عدد هر برای کنید ثابت . ٢۵

دهند. دست هم با دو به دو ͬ خواهند م که (n ≥ ۲) دارند حضور مهمانͬ ͷی در نفر n تعداد . ٢۶
کنید. ثابت استقرا با را خود ادعای ͬ افتد. م اتفاق مهمانͬ مجلس این در دادن دست بار چند

دهید: نشان . ٢٧√
۲ +

√
۲ +

√
۲ + · · ·+

√
۲ = ۲ cos

π

۲n+۱

است. رابطه این چپ سمت در ها ٢ تعداد n آن در که

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به چبی شف چندجمله ای دنباله . ٢٨

P۰(x) = ۱
P۱(x) = x

Pn+۱(x) = xPn(x)− Pn−۱(x), n > ۱ برای

دهید نشان استقرا با

Pn(۲ cos θ) =
sin(n+ ۱)θ

sin θ

کنید: ثابت . ٢٩

sin θ + sin۲θ + · · ·+ sinnθ =
sin (n+۱)θ

۲ sin nθ
۲

sin θ
۲

.

دهید نشان n روی استقرا با .a۱ = a۲ = ۱ و ،an = an−۱ + ۲an−۲ + ۱ کنید فرض . ٣٠

an = ۲n−۱ − (−۱)n + ۱
۲ .

کنید: ثابت را خود ادعای استقرا با و کرده مشخص را زیر مجموع . ٣١

Sn =
۳

۱۲ × ۲۲ +
۵

۲۲ × ۳۲ + · · ·+ ۲n+ ۱
n۲ × (n+ ۱)۲ .





٢ فصل

رابطه و تابع مجموعه،

اشیا عنوان به ͬ شوند، م دیده مدرن ریاضیات قسمت های تمامͬ در که مجموعه ها، مجموعه ها، نظریه در
حد به ریاضͬ مفاهیم قالب بندی برای سادگͬ، عین در مجموعه ها، نظریه زبان ͬ شوند. م مطالعه مجرد
ͷی عنوان به ͬ دهد. م تشͺیل را ریاضیات واقعͬ زیربنای گزاره ها، حساب کنار در و بوده جامع کافͬ
ابزاری های نظریه، این در موجود روش های و دارد قوی داخلͬ ساختار مجموعه ها نظریه ریاضͬ، نظریه
که تاکیدی با نظریه، این هستند. مهندسͬ و ریاضͬ علوم حوزه های سایر در آن گیری کار به برای قوی
ریاضͬ گزاره های قوی سازگاری سنجش برای را مناسب ابزاری دارد، برهان ها استقلال و سازگاری بر

ͬ کند. م ایجاد
مساله ریاضͬ دیدگاه به که خوانندگانͬ ͬ شویم. م آشنا مجموعه ها نظریه مقدمات با فصل این در
از ͬ توانند م کنند مطالعه را مجموعه ها نظریه موضوعه، اصول منظر از ͬ خواهند م و بوده علاقمند

کنند. استفاده [٧] مانند ͬ تر تخصص کتاب های

مجموعه ٢ . ١

و ͬ گیریم م نظر در نشده تعریف عنوان به را مجموعه ها نظریه در عضویت و مجموعه اولیه مفهوم دو
ͬ کنیم. م پایه ریزی مفهوم دو این اساس بر را مجموعه ها نظریه مفاهیم سایر

تناقض نماهایی وجود ولͬ ͬ رسند، م نظر به بدیهͬ عضویت و مجموعه به مربوط مفاهیم ظاهر، در گرچه
تناقض نماهای معروف ترین از ͬͺی راسل پارادوکس شد. موضوعه اصول دیدگاه از علم این توسعه موجب
و شد کشف راسل١ برتراند توسط ۱۹۰۱ سال در پارادوکس این است. مجموعه ها نظریه یا منطق
پارادوکس این شد. ریاضیات مبانͬ و فلسفه مجموعه ها، نظریه منطق، در مطالعات از بسیاری انگیزه
ͬ رسد م نظر به ͬ شود. م ظاهر نیستند خودشان عضو که مجموعه هایی تمامͬ مجموعه گرفتن نظر در با
است. تناقض نما ͷی این که نباشد خودش عضو اگر فقط و اگر است خودش عضو مجموعه این که

که حالͬ در نیستند. خودشان عضو قهوه، فنجان های مجموعه مانند مجموعه ها، از برخͬ وضوح به
هستند. خودشان عضو قهوه، فنجان های از غیر مجموعه هایی شاید مجموعه ها، از برخͬ ͬ رسد م نظر به
است خودش عضو R آیا دهید. نشان R با را نیستند خودشان عضو که مجموعه هایی تمامͬ مجموعه
R اگر مشابه، طور به باشد. خودش عضو ͬ تواند نم تعریف به بنا است، خودش عضو R اگر نه؟ یا

باشد. خودش عضو باید تعریف به بنا آنگاه نیست، خودش عضو

Bertrand Arthur William Russell (1872-1970)١



رابطه و تابع مجموعه، ٢۶

گفت ͬ توان م حال این با ندارد، وجود مجموعه برای مشخصͬ تعریف شد، گفته آنچه به توجه با
ͷی که آن برای گویند. مجموعه عناصر آنها به که است مشخصͬ اشیای از گردایه ای مجموعه ͷی که

باشد: تعریف خوش گزاره ͷی زیر گزاره که است لازم باشد تعریف خوش مجموعه

است؟ مجموعه عنوان به A عضو شͬ، ͷی عنوان به x آیا

برای تعریفͬ چنین آنگاه باشد، داشته را «نه» یا و «بلͬ» جواب دو از ͬͺی فقط دقیقا سوال این اگر
است. تعریف خوش مجموعه

مجموعه مثال عنوان به داد. نشان کولاد آ علامت دو بین آن عناصر نوشتن با ͬ توان م را مجموعه
ͷی در عنصری که این بیان برای ∈ نماد است. شامل را عضو پنج که A = {۱,۲,۳,۴,۵}
̸∈ با آن نقیض .۳ ∈ A مثال عنوان به ͬ رود. م کار به است) مجموعه آن (عضو دارد قرار مجموعه
ͬ شود. م داده نشان |A| با آن اعضای تعداد باشد، متناهͬ مجموعه ای اگر .۷ ̸∈ A مثلا́ ͬ شود؛ م نوشته

.|A| = ۵ ͬ نویسیم: م دارد؛ عضو پنج A مجموعه چون مثال عنوان به

ͬ شوند. م معرفͬ مهم مجموعه چند ادامه در

در صفر که کنید توجه ͬ شود. م داده نشان N = {۰,۱,۲,۳, . . .} با طبیعͬ اعداد مجموعه . ١
ͬ شود. م فرض طبیعͬ عدد ͷی عنوان به اینجا

تعریف Z = {. . . ,−۳,−۲,−۱,۰,۱,۲,۳, . . .} صورت به صحیح اعداد مجموعه . ٢
ͬ شود. م

اعداد q و p و q ̸= ۰ آن در که نوشت p/q صورت به را آن بتوان که گویند گویا را عددی . ٣
ͬ دهد. م نشان را گویا اعداد مجموعه Q هستند. صحیح

عدد هر ͬ شود. م نامیده اصم عدد کرد، بیان گویا عدد ͷی صورت به را آن نتوان که عددی هر . ۴
داده نمایش R با حقیقͬ اعداد مجموعه اصم. عدد ͷی یا و است گویا عدد ͷی یا حقیقͬ

ͬ شود. م

طوری به i موهومͬ عدد تعریف با باشد. منفͬ آن دوم توان که ندارد وجود حقیقͬ عدد هیچ . ۵
مختلط عدد هر ͬ نامند. م مختلط عدد را آنها که ͬ شوند م تعریف جدیدی اعداد i۲ = −۱ که
در که ͬ شود داده م نشان z = x + iy نماد با و شده تشͺیل موهومͬ و حقیقͬ قسمت دو از

ͬ دهد. م نشان را مختلط اعداد مجموعه C هستند. حقیقͬ اعداد y و x آن

ͬ کنیم: م استفاده نیز را زیر نمادهای باشد مجموعه ها این از ͬͺی S اگر

صحیح اعداد مجموعه مثال عنوان به ͬ شود. م استفاده S مثبت اعضای دادن نشان برای S+ از . ١
ͬ شود. م داده نشان Z+ = {۱,۲,۳, . . .} با مثبت

صحیح اعداد مجموعه مثال عنوان به ͬ شود. م استفاده S منفͬ اعضای دادن نشان برای S− از . ٢
ͬ شود. م داده نشان Z− = {−۱,−۲,−۳, . . .} با منفͬ

حقیقͬ اعداد مجموعه مثال عنوان به ͬ رود. م کار به S غیرصفر اعضای دادن نشان برای S∗ . ٣
ͬ شود. م داده نشان R∗ با غیرصفر

از خاصیت روش، این در هستند. مجموعه ساز نمادهای مجموعه، ͷی تعریف برای دیͽر روش
اعضای برای P (x) خاصیت برقراری که ͬ شود م بیان مجموعه اعضای برای P (x) شدۀ مشخص پیش
صحیحͬ اعداد مجموعه A = {x ∈ Z | ۱ ≤ x ≤ ۵} مثال عنوان به است. بررسͬ قابل مجموعه



٢٧ مجموعه

.A = پس{۱,۲,۳,۴,۵} ͬ دهد؛ م نمایش را ͬ کند م صدق ۱ ≤ x ≤ ۵ خاصیت در که x مانند
P (x) خاصیت که است عناصری آن مجموعه U آن در که ،A = {x ∈ U | P (x)} کلͬ حالت در
.A = {x|P (x)} ͬ نویسیم: م باشد نداشته وجود مطلب درک در ابهامͬ اگر است. برقرار آنها برای

امͺان که را عناصری تمامͬ که ͬ شود م گفته مجموعه ای به جهانͬ مجموعه مجموعه ها، نظریه در
شود. شامل داشته باشند؛ را مشخصͬ) خاصیت (نه خاصیت ͷی برای بودن مصداق

جهانͬ: مجموعه موضوعه اصل

است. موجود U = {x|x = x} مجموعه

ͬ گیریم. م نظر در یͺسان را مجموعه دو زمانͬ چه که است این شود مطرح است ممͺن که سوالͬ
است. خصوص این در بعدی اصل

بسط: موضوعه اصل

دیͽر عبارت به شوند. تشͺیل یͺسانͬ عناصر از هرگاه گویند مساوی را مجموعه دو

A = B ⇔ ∀x(x ∈ A⇔ x ∈ B).

آن و باشد داشته قرار B در A عضو هر اگر است A شامل B یا است، B زیرمجموعه A گوییم
آنگاه B؛ = {a, b, c, d, e} و A = {a, b, c} اگر مثال عنوان به ͬ دهیم. م نمایش A ⊆ B نماد با را
A ⊆ B گاه هر ͬ شود م داده نشان A ⊂ B با و است B محض زیرمجموعه A مجموعه .A ⊆ B
B ،A مجموعه سه بعدی، شͺل در ندارد. قرار A در که دارد عضوی B دیͽر عبارت به .A ̸= B و

است. برقرار آنها بین زیرمجموعه بودن خاصیت که شده اند داده نشان نموداری صورت به C و

C

C ⊆ B ⊆ A ⊆ U

B

A

U

گفته نیز خالͬ مجموعه یا پوچ (مجموعه ندارد عضوی که ͬ شود م گفته مجموعه ای به تهͬ مجموعه
ͬ شود. م داده نشان { } یا ∅ با و ͬ شود) م

زیرمجموعه مفهوم با این که باشد دیͽر مجموعه ͷی عضو ͬ تواند م مجموعه ͷی که کنید توجه
B آنگاه B؛ = {۳, t} و A = {۱, a, {۳, t}, {۱,۲,۳}} اگر مثال عنوان به نیست. یͺسان بودن

.B ̸⊆ A که حالͬ در B ∈ A یعنͬ است؛ A از عضوی
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نشان P(A) نماد با و گویند A توان مجموعه را مجموعه ͷی زیر  مجموعه های تمامͬ گردایه
آنگاه: باشد A = {۱,۲,۳} اگر مثال عنوان به ͬ دهند. م

P(A) = {∅, {۱}, {۲}, {۳}, {۱,۲}, {۱,۳}, {۲,۳}, {۱,۲,۳}} .

یͺسانͬ اعضای هرگاه هستند یͺسان متعارف مفهوم در مجموعه دو بسط، موضوعه اصل بر بنا
یͺسانͬ اعضای دقیقاً زیرا هستند یͺسان {a, b} و {a, a, b} مجموعه دو نمونه عنوان به باشند، داشته
حالتͬ چنین در است. مفید تکراری اعضای وجود پذیرفتن کاربردها، برخͬ در .b و a یعنͬ دارند
در که ͬ کنیم م استفاده است، متفاوت مجموعه مفهوم با ریاضͬ دیدگاه از که چندمجموعه مفهوم از
یͺسان {a, b} و {a, a, b} چندمجموعه های مثال، عنوان به است. مجاز تکراری عضوهای وجود آنها
کاربردهای بار. ͷی تنها دومͬ در که حالͬ در است شده تکرار دوبار a عضو اولͬ در زیرا نیستند،
شناسͬ، زبان ، فلسفه منطق، ͬ توان م جمله از دارد. وجود چندمجموعه ها برای مختلف علوم در زیادی
مفهوم از داده ها مرتب سازی و جستجو فرایندهای رایانه، علوم در برد. نام را رایانه علوم و ͷفیزی
آنها بین اعمال چندمجموعه ها، به علاقمندان ͬ کنند. م استفاده وفور به آنها بین روابط و چندمجموعه
مفهوم تنها کتاب این در کنند. مراجعه آن در موجود منابع و [٣٢] به ͬ توانند م آن از کاربردهایی و

ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد مجموعه

وِن نمودارهای

روش این است. معروف ون نمودار معرفͬ دلیل به که بود بریتانیایی منطق دان و فیلسوف ون٢ جان
ون نمودارهای ͬ رود. م کار به کامپیوتر علوم و آمار منطق، احتمال، مانند دیͽری رشته های در نمایش
شͺل در نمونه، عنوان به است. صفحه روی در محصور ناحیه های با مجموعه ها تصویری نمایش
با C و B ،A مجموعه های و ͬ دهد م نشان را جهانͬ) (مجموعه مرجع مجموعه مستطیل قبل، صفحه

شده اند. مشخص دایره هایی

مجموعه ای عملͽرهای

است. مجموعه دو آن مشترک اعضای مجموعه مجموعه، دو اشتراک اشتراک: . ١

A ∩B = {x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}.

در پررنگ ناحیه ͬ شود. م دیده بعدی شͺل در مجموعه دو اشتراک مفهوم نموداری، صورت به
است. مجموعه دو اشتراک نمایش شͺل، این

B A

U

گویند. مجزا را مجموعه دو ،A ∩B = ∅ اگر

John Venn (1834 – 1923)٢



٢٩ مجموعه

متعلق مجموعه دو از ͬͺی به حداقل که است اعضایی مجموعه مجموعه، دو اجتماع اجتماع: . ٢
ͬ دهد. م نشان را B و A مجموعه دو اجتماع پررنگ ناحیه بعدی، ون نمودار در هستند:

A ∪B = {x | (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}.

A B

U

نباشند: متعلق بحث مورد مجموعه به که مرجع مجموعه از اعضایی مجموعه متمم: . ٣

A = {x ∈ U | x ̸∈ A}.

U
A

دیͽری در ولͬ دارند وجود مجموعه ͷی در که عضوهایی آن مجموعه نسبی: متمم یا تفاضل . ۴
نیستند:

A−B = {x | (x ∈ A) ∧ (x ̸∈ B)} = A ∩B.

B A

U

دو از ͬͺی به فقط که است اعضایی آن مجموعه مجموعه، دو متقارن تفاضل متقارن: تفاضل . ۵
آنها. دوی هر به نه دارند تعلق مجموعه

A⊕B = {x | (x ∈ A)⊕ (x ∈ B)}. (٢ . ١)



رابطه و تابع مجموعه، ٣٠

صورت به ͬ توان م را عملͽر این

A⊕B = (A ∪B)− (A ∩B) = (A−B) ∪ (B −A), (٢ . ٢)

نوشت. نیز

A B

U

مجموعه ها خواص

ͬ کنند: م صدق زیر خواص در مجموعه ای عملͽرهای

: شرکت پذیری قوانین . ١

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C,

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.

: جابجایی قوانین . ٢

A ∪B = B ∪A,

A ∩B = B ∩A.

: پخش پذیری قوانین . ٣

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

: خنثͬ عضو قوانین . ۴

A ∪∅ = A,

A ∩ U = A.

: متمم عضو قوانین . ۵

A ∪A = U ,
A ∩A = ∅.
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: خودتوان قوانین . ۶

A ∪A = A,

A ∩A = A.

: کران قوانین . ٧

A ∪ U = U ,
A ∩∅ = ∅.

: جذب قوانین . ٨

A ∪ (A ∩B) = A,

A ∩ (A ∪B) = A.

پیچش: قانون . ٩
A = A.

: ͷی و صفر قوانین . ١٠
∅ = U , U = ∅.

دمورگان: قوانین . ١١

A ∪B = A ∩B,

A ∩B = A ∪B.

تعمیم یافته اشتراک و اجتماع

مجموعه ای مجموعه ها، این اجتماع شده است. داده A۱, A۲, . . . , AN مجموعه های از گردایه ای
از صحیح عددی دهنده نشان n اینجا (در باشد مجموعه ها این از ͬͺی در حداقل آن اعضای که است

است): N تا ۱
N∪

n=۱
An = A۱ ∪A۲ ∪ . . . ∪AN = {x | ∃n; (x ∈ An)}.

تمامͬ در همزمان طور به آن عناصر که است مجموعه ای مجموعه ها، این اشتراک مشابه، طور به
دارد: وجود مجموعه ها

N∩
n=۱

An = A۱ ∩A۲ ∩ . . . ∩AN = {x | ∀n; (x ∈ An)}.

فرض نمونه، عنوان به کنیم. استفاده نیز مجموعه ها از نامتناهͬ تعداد برای ͬ توانیم م را تعریف ها این
آنگاه باشد. هستند، n از بزرگ تر که n مضارب مجموعه Sn = {kn | k = ۲,۳,۴, . . .} کنید

∞∪
n=۲

Sn = S۲ ∪ S۳ ∪ S۴ ∪ . . . = {۴,۶,۸,۹,۱۰,۱۲,۱۴,۱۵, . . .}.
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افرازها

و ندارند تلاقͬ همدیͽر با که است X ناتهͬ زیرمجموعه های از S گردایه ای ،X مجموعه افراز ͷی
از افرازی نمونه، عنوان به ͬ کند. م تولید را X تمامͬ آن ها اجتماع

X = {۱,۲,۳,۴,۵,۶,۷,۸,۹,۱۰},

صورت به
S = {{۱,۲,۴,۸}, {۳,۶}, {۵,۷,۹,۱۰}},

دارد. تعلق S عضو ͷی به دقیقاً X عضو هر ،S مانند افرازی در است.

آن در که S = {E,O} است؛ افراز ͷی فرد و زوج اعداد به Z صحیح اعداد ͷتفکی ٢ . ١ مثال
.O = {۲n+ ۱ | n ∈ Z} و E = {۲n | n ∈ Z}

است؛ افراز ͷی صفر و مثبت صحیح اعداد منفͬ، صحیح اعداد به Z ͷتفکی ٢ . ٢ مثال

S = {Z+,Z−, {۰}}.

دکارتͬ حاصل ضرب مرتب، زوج های

پس ندارد، اهمیت مجموعه ͷی در اعضا ترتیب است. عضو دو با مجموعه ای {a, b} معمولͬ زوج
مرتب زوج آن به که متفاوتͬ شͬ از باشد، مهم اعضا گرفتن قرار ترتیب اگر .{a, b} = {b, a}
آن (مͽر (a, b) ̸= (b, a) صورت این در ͬ دهیم. م نشان (a, b) با را آن و ͬ کنیم م استفاده ͬ گویند، م

.b = b′ و a = a′ اگر فقط و اگر (a, b) = (a′, b′) کلͬ، حالت در .(a = b که
(a, b) مرتب زوج های تمامͬ مجموعه A×B دکارتͬ حاصل ضرب ،B و A مجموعه دو برای

است: b ∈ B و a ∈ A با

A×B = {(a, b) | (a ∈ A) ∧ (b ∈ B)}.

به نیز (a۱, a۲, . . . , an) n‐تایی کلͬ حالت در و ،(a, b, c, d) چهار‐تایی ،(a, b, c) سه‐تایی
به مجموعه n کلͬ حالت در و چهار، سه، دکارتͬ حاصل ضرب همچنین، ͬ شوند. م تعریف مشابه طور

صورت

A۱ × . . .×An = {(a۱, . . . , an)|(a۱ ∈ A۱) ∧ · · · ∧ (an ∈ An)},

A۲ = نماد از ͬ توانیم م باشند، یͺسان دکارتͬ حاصل ضرب در مجموعه ها تمامͬ اگر ͬ شود. م تعریف
کلͬ: حالت در کرد. استفاده غیره و A۳ = A×A×A یا A×A

An =

مرتبه n︷ ︸︸ ︷
A×A×A× . . .×A .

حقیقͬ اعداد مجموعه R آن در که است R۲ حقیقͬ صفحه مجموعه، دو دکارتͬ حاصل ضرب از مثالͬ
گویند.) حقیقͬ خط را R (معمولا˟ است

٢ . ١ تمرین

است. بفرد منحصر تهͬ مجموعه کنید ثابت . ١
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هستند: مساوی هم با زیر مجموعه های از ͷکدام ی . ٢

.A = {۱,۲} (آ)
.B = {۱,۲,۳} (ب)

است. اول اعداد تمامͬ مجموعه C
.D =

{
d|∃a, b, c > ۰(ad + bd = cd)

}
(ج)

.E = {e|e > ۰ ∧ ∀c ∈ C(e ≤ c)} (د)
.F = {f |∀c ∈ C(f ≥ c)} (ه)

.G =
{
g|g ≥ ۲ ∧ ∀a, b > ۱(۴g ̸= (a+ b)۲ − (a− b)۲)

}
(و)

.H =
{
h|h > ۰ ∧ h۳ = hh

}
(ز)

.I = {i|i+ i = i× i} (ح)
.J =

{
j|(j + ۱)۲ = j۲ + ۲j + ۱

}
(ط)

.K =
{
k|۴k > k۲} (ی)

.L = {l|∃c ∈ C(l < c)} (ک)
.M =

{
m|∃c ∈ C(m = c۲)

}
(ل)

.N = {n|∃c, d ∈ C(n = cd)} (م)
.P = {p|p, p+ ۲ ∈ C} (ن)

دارد. ناتهͬ زیرمجموعه |P(S)| = ۲n − ۱ آنگاه ،|S| = n اگر کنید ثابت استقراء با . ٣

اگر فقط و اگر ،A ∪ B = B اگر فقط و اگر A ⊆ B کنید ثابت A,B مجموعه دو برای . ۴
.A ∩B = A

.B ⊆ A اگر فقط و اگر A ⊆ B دهید نشان . ۵

برقرار A∩B ⊆ A∩C و A∪B ⊆ A∪C روابط ،C و B ،A دلخواه مجموعه سه برای . ۶
.B ⊆ C کنید ثابت هستند.

.B ̸= C که حالͬ در باشد برقرار A ∩B = A ∩ C رابطه است ممͺن دهید نشان . ٧

نیست. برقرار A ∪ (B − C) = (A ∪B)− (A ∪ C) رابطه دهید نشان مثال ͷی با . ٨

.A−B ⊆ C آنگاه A ⊆ B ∪ C اگر کنید ثابت . ٩

بنویسید. را P(P(A)) اعضای ،A = {۱,۲} مجموعه برای . ١٠

.P(A) ⊆ P(B) آنگاه ،A ⊆ B اگر کنید ثابت . ١١

اعضای کنید. مشخص را (A×B) ∩ (B ×A) اعضای ،B و A دلخواه مجموعه دو برای . ١٢
مساوی مجموعه دو این وضعیتͬ چه در کنید. مشخص نیز را (A×B)∪ (B×A) مجموعه

هستند.

کنید ثابت ،C و B ،A دلخواه مجموعه سه برای . ١٣

A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).
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کنید. مشخص را {۱,۲,۳,۴} مجموعه افرازهای تمامͬ . ١۴

صورت به را y و x ٣ͬͺکراتفس مرتب زوج . ١۵

⟨x, y⟩ = {{x} , {x, y}} ,

.b = d و a = c اگر فقط و اگر ⟨a, b⟩ = ⟨c, d⟩ کنید ثابت ͬ کنند. م تعریف

تابع ٢ . ٢

نمونه، عنوان به دهیم. نسبت را B مجموعه اعضای از برخͬ ،A مجموعه از عضو هر به کنید فرض
عمل این .y۲ = x که دهیم نسبت y ∈ Z مانند عضوهایی x ∈ N عضو هر به و B = Z و A = N
زیر صورت به مرتب زوج های از مجموعه ای صورت به ͬ توان م را تناظر این اعضای ͬ نامند. م تناظر را

داد. }نشان
(x, y)|x ∈ N ∧ y ∈ Z ∧ y۲ = x

}
= {(۰,۰), (۱,۱), (۱,−۱), (۴,۲), (۴,−۲), . . .} .

تناظری ͬ شود، م داده نمایش f : A → B با که B مجموعه به A مجموعه از f نگاشت یا تابع
ͬ کند. م متناظر را B از y = f(x) عضو ͷی دقیقاً ،A از x عضو هر به که است

مانند نموداری با تابع ͷی

f : A→ B
x 7→ y

یا A f
→B

x 7→ y

صورت به f تابع نمونه عنوان به ͬ شود. م داده نشان

f : Z→ Z
x 7→ ۲x+ ۱

ͬ کند. م تعریف f(x) = ۲x+ ۱ ضابطه با Z به Z از را تابعͬ

بسط: موضوعه اصل

.f(x) = g(x) ،x هر برای آنگاه ،f = g اگر هستند. تابع دو g و f کنید فرض

،f(x) = ۲x+ ۱ اگر نمونه عنوان به گویند. y پیش تصویر را x و x تصویر y = f(x) عضو
f تابع دامنه گویند. f هم دامنه را B و f دامنه A مجموعه .f(۷) = ۲ × ۷ + ۱ = ۱۵ آنگاه
تابع تحت A′ تصویر ،A′ ⊆ A اگر ͬ دهیم. م نشان codom f با را آن هم دامنه و dom f نماد با را
تصاویر تمام شامل ،B از زیرمجموعه ای یعنͬ f(A′)؛ = {f(x) | x ∈ A′} از: است عبارت f

ͬ شود. م نامیده f بˀرد که است A اعضای تصاویر تمامͬ شامل B از f(A) زیرمجموعه .A′ اعضای
در که f(x) = ۲x+۱ ضابطۀ با f تابع برد نمونه، عنوان به ͬ دهیم. م نشان Ran f با را f تابع برد
یعنͬ ،۲x+ ۱ شͺل به صحیحͬ اعداد تمامͬ مجموعه (dom f = Z) است صحیح عدد ͷی x آن

است. فرد، اعداد تمامͬ

Kazimierz Kuratowski (1896 – 1980) ٣



٣۵ تابع

کف تابع نمودار :٢ . ١ شͺل

از: عبارتند Z به R از مفید تابع دو ٢ . ٣ مثال

ͬ شود. م داده نشان ⌊x⌋ نماد با و کرده تولید را x مساوی یا کوچͷ تر صحیح عدد که کف تابع . ١
نگاه را ١ . ٢ (شͺل ⌊−۲٫۵⌋ = −۳ و ⌊π⌋ = ۳ ،⌊۲٫۳⌋ = ۲ ،⌊۲⌋ = ۲ نمونه عنوان به

کنید).

ͬ شود. م داده نشان ⌈x⌉ نماد با و کرده تولید را x مساوی یا بزرگ تر صحیح عدد که سقف تابع . ٢
نگاه را ٢ . ٢ (شͺل ⌈−۲٫۵⌉ = −۲ و ⌈π⌉ = ۴ ،⌈۲٫۳⌉ = ۳ ،⌈۲⌉ = ۲ نمونه عنوان به

کنید)

عدد دو برای آن در که است تابعͬ mod : Z × Z → Z صورت به باقیمانده عملͽر ۴ . ٢ مثال
ͬ کند. م تولید را y بر x تقسیم باقیمانده « xmod y» ،y و x صحیح

زیرا ،۵۹ mod ۹ = ۵ همچنین .۲۳ = ۳ × ۷ + ۲ زیرا ،۲۳ mod ۷ = ۲ نمونه عنوان به
.۵۹ = ۶× ۹ + ۵

صورت به که است A×B از زیرمجموعه ای f : A→ B تابع نمودار

G(f) = {(x, f(x))|x ∈ A, y ∈ B},

ضابطه با طبیعͬ اعداد مجموعه به طبیعͬ اعداد مجموعه از f تابع مثال، عنوان به ͬ شود. م تعریف
است. زیر صورت به تابع این نمودار بͽیرید. نظر در را f(n) = n۲ − ۱

G(f) =
{
(n, n۲ − ۱)|n ∈ N, n۲ − ۱ ∈ N

}
= {(۱,۰), (۲,۳), (۳,۸), (۴,۱۵), . . .} .

صورت به و داده نشان f |C با را C به f تحدید ،C ⊂ A کنید فرض ،f : A → B تابع برای
ͬ کنیم: م تعریف f ∩ (C ×B)
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سقف تابع نمودار :٢ . ٢ شͺل
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ون نمودار در تابع انواع مفهوم :٢ . ٣ شͺل

تابع ها انواع

نامیده Iǌective یا ͷی به ͷی f : A→ B تابع کنید) نگاه را ٣ . ٢ (شͺل : ͷی به ͷی تابع . ١
دیͽر، عبارت به باشد. A عضو ͷی تصویر حداکثر B عضو هر اگر ͬ شود م

∀x, x′ ∈ A, f(x) = f(x′)⇒ x = x′.

تنها تابع دامنه از عضو ͷی به و است ͷی به ͷی Z به Z از f(x) = ۲x تابع نمونه، عنوان به
ͬ کند. م متناظر را آن برابر دو

Surjective یا (پوشا) بروی f : A→ B تابع کنید) نگاه را ٣ . ٢ (شͺل : (پوشا) بروی تابع . ٢
دیͽر، عبارت به باشد. A عضو ͷی از تصویری B عضو هر هرگاه ͬ شود م نامیده

∀y ∈ B, ∃x ∈ A : y = f(x),
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تابع هم دامنه از عضو هر و بوده پوشا R+ ∪ {۰} به R از f(x) = x۲ تابع نمونه، عنوان به
است. حقیقͬ) (عدد تابع دامنه از عضو ͷی (حداقل) از تصویری نامنفͬ) حقیقͬ عدد (هر

ͷی به ͷی تناظر f : A→ B تابع کنید) نگاه را ٣ . ٢ (شͺل : دوسویی یا ͷی به ͷی تناظر . ٣
f(x) = x + ۳ تابع نمونه، عنوان به باشد. ͷی به ͷی و بروی هرگاه گویند Bĳective یا
صحیح عدد ͷی تنها و تنها صحیح اعداد مجموعه از عضو هر و است Z به Z از دوسویی ͷی

است. متناظر

همانͬ تابع

تعریف IA(x) = x ضابطه با A در x هر برای که IA : A→ A تابع است. شده داده A مجموعه
ͬ شود. م نامیده A برای همانͬ تابع ͬ شود، م

توابع روی اعمال

را عمل ها این ͬ کنیم. م تعریف را عمل چندین ادامه در ͬ شود. م تعریف تابع ها روی مختلفͬ عمل های
داد. تعمیم نیز تابع متناهͬ تعداد هر برای استقرایی، صورت به ͬ توان م

تابع: دو ضرب و جمع

به تابع، دو این ضرب و جمع هستند. تابع دو g : Y → R و f : X → R کنید فرض
ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به و شده داده نشان f.g و f + g نماد با ترتیب

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(f.g)(x) = f(x).g(x)

شوند. تعریف g و f تابع دو هر که هستند خوش ‐تعریف زمانͬ تابع دو ضرب حاصل و مجموع
بنابراین

dom (f + g) = dom (f.g) = dom (f) ∩ dom (g).

آن در که بͽیرید نظر در را g(x) =
√

۱− x و f(x) = x۲ تابع دو ۵ . ٢ مثال

dom f = (−∞,+∞),dom g = (−∞,۱].

صورت این در

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = x۲ +
√

۱− x

(f.g)(x) = f(x).g(x) = x۲√۱− x

x ≤ ۱ که ͬ شوند م تعریف زمانͬ تنها f.g و f + g بنابراین ،dom f ∩dom g = (−∞,۱] چون
.dom f + g = dom f.g = (−∞,۱] و

ͬ شوند. م تعریف مشابه روش به تابع دو تقسیم و تفاضل
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تابع: دو تقسیم و تفاضل

f − g نماد با f از g تفاضل هستند. تابع دو g : Y → R و f : X → R کنید فرض
تعریف زیر صورت به و شده داده نشان f/g نماد با g بر f تقسیم همچنین، ͬ شود. م داده نمایش

ͬ شوند: م

(f − g)(x) = f(x)− g(x)

(f/g)(x) = f(x)/g(x)

شوند. تعریف g و f تابع دو هر که هستند خوش ‐تعریف زمانͬ تابع دو ضرب حاصل و مجموع
بنابراین شود. صفر نباید g(x) مقدار f/g در این، بر علاوه

dom (f − g) = dom (f) ∩ dom (g)

dom (f/g) = (dom (f) ∩ dom (g))− {x ∈ dom g|g(x) = ۰} .

صورت به حقیقͬ اعداد مجموعه به A = {۱,۲,۳,۴,۵} مجموعه از g و f تابع دو ۶ . ٢ مثال
شده اند: تعریف زیر

f := {(۱,۴), (۲,۵), (۳,۲), (۴,۵), (۵,۳)} ,
g := {(۱,۴), (۲,۲), (۳,۲), (۴,۰), (۵,۲)} .

داریم: تابع دو این برای

f + g := {(۱,۸), (۲,۷), (۳,۴), (۴,۵), (۵,۵)} ,
f − g := {(۱,۰), (۲,۳), (۳,۰), (۴,۵), (۵,۱)} ,
f.g := {(۱,۱۶), (۲,۱۰), (۳,۴), (۴,۰), (۵,۶)} ,
f/g := {(۱,۱), (۲,۲٫۵), (۳,۱), (۵,۱٫۵)} .

بͽیرید. نظر در زیر صورت به را D و C ،B ،A مجموعه چهار ٢ . ٧ مثال

A := {۱,۲,۳,۴,۵} ,
B := {۳,۶,۹,۱۲,۱۵} ,
C := {۳,۴,۵,۶,۷} ,
D := {۲,۴,۶,۸,۱۰,۱۲} .

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را g : C → D و f : A→ B تابع های

f := {(۱,۶), (۲,۳), (۳,۱۲), (۴,۹), (۵,۱۵)} ,
g := {(۳,۴), (۴,۲), (۵,۱۰), (۶,۸), (۷,۱۲)} .

بنویسید. را توابع این از ͷی هر اعضای و کرده مشخص را f.g و f + g تابع های برد و دامنه
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داریم: تعریف به توجه با : حل

dom f + g = dom f.g = A ∩B = {۳,۴,۵} .

از: عبارتند تابع دو این اعضای

f + g = {(۳,۱۲ + ۴), (۴,۹ + ۲), (۵,۱۵ + ۱۰)}
= {(۳,۱۶), (۴,۱۱), (۵,۲۵)} ,

f.g = {(۳,۱۲× ۴), (۴,۹× ۲), (۵,۱۵× ۱۰)}
= {(۳,۴۸), (۴,۱۸), (۵,۱۵۰)} .

از: عبارتند توابع این بردهای بنابراین،

Ran f + g = {۱۶,۱۱,۲۵} ,
Ran f.g = {۴۸,۱۸,۱۵۰} .

هستند. متفاوت آنها بردهای ولͬ دارند یͺسانͬ دامنه تابع دو این مجموع اینجا در که باشید داشته توجه
♢

تابع ها ترکیب

به A در x هر برای g و f تابع دو مرکب تابع شده است. داده g : B → C و f : A→ B تابع دو
ترکیب بعدی، شͺل ͬ شود. م تعریف (g ◦ f)(x) = g(f(x)) ضابطه با g ◦ f : A→ C صورت
تابع سپس شده اند. رسم تابع دو هر چپ سمت در ابتدا شͺل این در ͬ دهد. م نمایش را g و f تابع دو

است. شده داده نمایش راست سمت در مستقل طور به g ◦ f مرکب

A B
f

Cg

•
•
•
•
•

◦
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◦
◦
◦

∗
∗
∗
∗
∗
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•
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// ,,ZZZZZ
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//

هستند: برقرار g ◦ f مرکب تابع برد و دامنه مورد در زیر روابط ͬ شود؛ م دیده نیز شͺل در که همچنان

dom g ◦ f = {x ∈ dom f | f(x) ∈ dom g} ⊆ dom f,

Ran g ◦ f = {y ∈ Ran g | ∃x ∈ Ran f ∩ dom g; g(x) = y} ⊆ Ran g.

.Ran f ∩ dom g ̸= ∅ که است خوش تعریف زمانͬ g ◦ f ترکیب که است واضح

آنگاه باشد، g(x) = x۲ و f(x) = x + ۱ ،A = B = C = Z اگر نمونه، عنوان به
(ترکیب (f ◦ g)(x) = g(x) + ۱ = x۲ + ۱ همچنین . (g ◦ f)(x) = f(x)۲ = (x+ ۱)۲

ͬ شود: م اشاره توابع ترکیب خواص برخͬ به ادامه در نیست). جابجایی کلͬ حالت در تابع ها
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IB و IA آنها در که f ◦ IA = IB ◦ f = f آنگاه باشد، B به A از تابعͬ f : A→ B اگر . ١
هستند. B و A مجموعه های روی همانͬ تابع های ترتیب به

تابع سه برای یعنͬ دارد. شرکت پذیری خاصیت توابع ترکیب . ٢

A
f

−→
B

g

−→
C

h

−→
D

.h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f داریم

به .f۲ = f ◦ f است: ͬ دار معن خودش با تابع این ترکیب باشد، A به A از تابعͬ f اگر . تابع تکرار
آنگاه باشد، f(x) = ۲x+ ۱ ضابطه با f : Z→ Z اگر نمونه عنوان

f۲(x) = ۲(۲x+ ۱) + ۱ = ۴x+ ۳.

ͬ شود. م تعریف نیز f۳ = f ◦ f ◦ f مشابه طور به

معکوس تابع

از است عبارت تابع این معکوس باشد، دوسویی تابع ͷی f : A→ B تابع اگر

f−۱ : B → A

ضابطه با f : Z → Z اگر نمونه عنوان به .f(x) = y اگر فقط و اگر f−۱(y) = x که طوری به
.f−۱(x) = x− ۳ آنگاه شود، تعریف f(x) = x+ ۳

عوض پیͺان ها جهت فقط و است f تابع پیͺانͬ نمودار همان f−۱ معکوس تابع پیͺانͬ نمودار
. f ◦ f−۱ = IB و f−۱ ◦ f = IA که است این معکوس تابع مشخصه خاصیت ͬ شود. م

عملͽرها

عملͽر ͷی صحیح عدد دو جمع نمونه، عنوان به ͬ نامند. م دودویی عملͽر ͷی را A به A×A از تابعͬ
را y و x صحیح عدد دو جمع توابع، برای متعارف نمادگذاری در .+ : Z×Z→ Z است؛ دودویی
دودویی، عملͽر ͷی دادن نشان برای infix نماد گویند. prefix را نماد این ͬ دهند. م نشان +(x, y) با
برای نیز postfix نماد است). متداول تر نمایش شیوه (این x+y است: آرگومان دو بین نماد قراردادن
و ͬ دهیم م قرار آرگومان ها از بعد را نماد صورت این در ͬ رود. م کار به دودویی عملͽر ͷی دادن نشان

است. (x, y) 7→ x× y ،Z روی دودویی عملͽر از دیͽری مثال .xy+ ͬ نویسسم: م
ͷی Z در x 7→ −x علامت تغییر نمونه، عنوان به است. A به A از تابعͬ ،A روی تکͬ عملͽر
است. x 7→ ۱

x ناصفر)، حقیقͬ (اعداد R∗ در تکͬ عملͽر از دیͽری مثال است. Z روی تکͬ عملͽر
٢ . ٢ تمرین

کنید: تعریف زیر خواص با N به N از fn توابع . ١

ولͬ f۱(x) ̸= x ،x ∈ N هر برای که طوری به بوده دوسویی f۱ تابع (آ)

f۱(f۱(x)) = x
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خاصیت با x, x′ ∈ N متمایز عضو دو دقیقاً y هر برای یعنͬ باشد، ͷی به دو f۲ تابع (ب)
موجودند. f۲(x) = f۲(x

′) = y

وجود xی ،P چندجمله ای هر برای یعنͬ باشد، غالب چندجمله ای ها تمامͬ بر f۳ تابع (ج)
.f۳(y) > P (y) ،y > x هر برای که طوری به دارد

ͬ کند. م صدق f۴(x+ ۱) = f۴(x) + ۲x+ ۱ خاصیت در f۴ ،x ∈ N هر برای (د)
ͬ کند: م صدق زیر خاصیت در f۵ تابع (ه)

f۵(x) =


۰ x = اگر۰
f۵(x− ۱) نباشد مربع و x > اگر۰
f۵(x− ۱) + ۱ باشد مربع و x > اگر۰

با دهید. نشان g−۱ و f−۱ با را آنها معکوس و هستند معکوس پذیر g و f تابع دو کنید فرض . ٢
دهید نشان مثال ͷی ذکر

(f ◦ g)−۱ = g−۱ ◦ f−۱.

کنید. ثابت کلͬ حالت در را رابطه این درستͬ

درستͬ هستند). ناتهͬ A۲ و A۱) A۱, A۲ ⊆ A و شده تعریف f : A → B کنید فرض . ٣
کنید: ثابت را زیر روابط

.f(A۱ ∪A۲) = f(A۱) ∪ f(A۲) (آ)
است. برقرار زمانͬ چه تساوی .f(A۱ ∩A۲) ⊆ f(A۱) ∩ f(A۲) (ب)

نقض مثال ͷی با یا و کنید ثابت را f(A − B) = f(A) − f(B) رابطه درستͬ یا (ج)
است؟ لازم شرطͬ چه تساوی برقراری برای نیست، برقرار رابطه اگر کنید. رد

است. ͷی به ͷی نیز f ◦ g آنگاه باشند ͷی به ͷی تابع های g و f اگر کنید ثابت . ۴

ده دقیقاً F دهید نشان .F = {f : A→ A|f = f ◦ f} و A = {۰,۱,۲} کنید فرض . ۵
کنید. مشخص را آنها و دارد عضو

f(N) مجموعه های است. شده تعریف f(n) = ۲n+۱ ضابطه با f : N→ N کنید فرض . ۶
، n روی استقرا با کنید. مشخص را f۳(N) = f(f(f(N))) و f۲(N) = f(f(N)) ،

کنید. مشخص طبیعͬ n ≥ ۱ هر برای را fn(N) مجموعه

ضابطه با f : N→ N تابع . ٧

f(n) =

{
n
۲ است زوج n
n−۱

۲ است فرد n

است. پوشا تابع این دهید نشان است. شده تعریف

تابع اند. شده تعریف f۲ : A۲ → B۲ و f۱ : A۱ → B۱ تابع های . ٨

f = f۱ × f۲ : A۱ ×A۲ −→ B۱ ×B۲,
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f۱ تابع های اگر دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف f(x۱, x۲) = (f۱(x۱), f۲(x۲)) ضابطه با را
f۲ و f۱ تابع های اگر که کرد ثابت ͬ توان م آیا است. پوشا نیز f تابع آنگاه باشند پوشا f۲ و
ثابت را آن است مثبت پاسخ که صورتͬ در است؟ ͷی به ͷی نیز f آنگاه باشند ͷی به ͷی

کنید. ارائه نقض مثال صورت این غیر در کنید؛

کنید فرض . ٩

f(x) =

{
x+ ۲ x ≤ اگر۴
x− ۳ x > اگر۴ g(x) =

{
x۲ x ≤ اگر۵
۲x− ۱ x > اگر۵

کنید. مشخص را g ◦ f و f ◦ g توابع دامنه و ضابطه

تابع دو برای . ١٠

f = {(a,۴), (b,۱), (c,۳), (d,۳)}
g = {(۱, a), (۲, c), (۳, a), (۴, d)}

کنید. مشخص را f ◦ g و g ◦ f تابع دو

است. پوشا نیز آنها ترکیب آنگاه باشند پوشا g و f تابع دو اگر دهید نشان . ١١

است. پوشا نیز g تابع آنگاه باشد پوشا g ◦ f تابع اگر دهید نشان . ١٢

پوشا f تابع و بوده ͷی به ͷی g تابع آنگاه باشد ͷی به ͷی تناظر ͷی f ◦ g اگر دهید نشان . ١٣
است.

رابطه ها ٢ . ٣

ازدواج زنان برخͬ با مردان از تعدادی که هستند زنان مجموعه W و مردان مجموعه M کنید فرض
ازدواج W مجموعه از زن کدام با M مجموعه از مرد کدام که کنیم توصیف ͬ خواهیم م کرده اند.
m آن در که بسازیم (m,n) مرتب زوج های از مجموعه ای که است این روش ها از ͬͺی کرده است.
به ͬ توان م را با» کردن «ازداوج رابطه پس کرده است. ازدواج n با m و است زن ͷی w و مرد ͷی
از R رابطه کلͬ حالت در گرفت. نظر در M ×W دکارتͬ حاصل ضرب از زیرمجموعه ای صورت
.R ⊆ A×B یعنͬ است، A×B دکارتͬ حاصل ضرب از زیرمجموعه ای ،B مجموعه به A مجموعه

ͬ کنیم. م استفاده aRb نماد از (a, b) ∈ R جای به باشد داشته رابطه b ∈ B با a ∈ A اگر

مجموعه
{a ∈ A | aRb, b ∈ B برخͬ {برای

مجموعه و ͬ شود م Rنامیده دامنه

{b ∈ B | aRb, a ∈ A برخͬ {برای

مجموعه آن برد و متاهل مردان مجموعه با»، کردن «ازدواج رابطه دامنه نمونه، عنوان به Rگویند. برد را
است. متاهل زنان
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•a •b •c •d

•۱ •۲ •۳ •۴
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رابطه ͷی نمودار :۴ . ٢ شͺل

است. A در دودویی رابطه ͷی A×A زیرمجموعه هر باشند، یͺسان B و A مجموعه های اگر
صورت به A در از» «کوچͷ تر دودویی عملͽر .A = {۱,۲,۳,۴} کنید فرض نمونه، عنوان به

<A = {(x, y) ∈ A×A | x < y}
= {(۱,۲), (۱,۳), (۱,۴), (۲,۳), (۲,۴), (۳,۴)} ,

است.
نمونه عنوان به ͬ دهند. م نشان (A,R) نماد با را R دودویی رابطه با A مجموعه معمولا˟ توجه:

است. نااکید» «نابرابری رابطه با همراه صحیح اعداد مجموعه مفهوم به (Z,≤)

رابطه ها نمایش

عنوان به برد. کار به مجموعه بین رابطه نمایش برای ͬ توان م را پیͺان ها و ون نمودارهای . پیͺانͬ نمودار
B = {۱,۲,۳,۴} مجموعه به A = {a, b, c, d} مجموعه از رابطه دهنده نشان ٢ . ۴ شͺل مثال،
پیͺان نمودار، این در شده است. Rتعریف = {(a,۱), (b,۱), (c,۲), (c,۳)}صورت به که است

گویند. جهت دار گراف را نمودارهایی چنین دارد. رابطه y با x که است معنͬ این به y به x از
{۱,۲,۳,۴,۵,۶,۷,۸,۹} مجموعه در بخش پذیری رابطه دهنده نشان که شده است داده ٢ . ۵ شͺل در دیͽر مثالͬ

است.

رابطه ͷی ماتریس

ماتریس این سطرهای است. ماتریس از استفاده B به A مجموعه Rاز رابطه نمایش برای دیͽر روش
aRb اگر ،b ∈ B و a ∈ A برای ͬ کنیم. م متناظر B اعضای با را آن ستون های و A اعضای با را
رابطه نمونه، عنوان به صفر. صورت این غیر در و ͬ نویسیم م ۱ عدد b ستون و a سطر تلاقͬ در آنگاه

R = {(a,۱), (b,۱), (c,۲), (c,۳)}

ماتریسͬ صورت به B = {۱,۲,۳,۴} مجموعه به A = {a, b, c, d} مجموعه از
۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۰


ͬ شود. م داده نشان
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{۱,۲,۳,۴,۵,۶,۷,۸,۹} مجموعه در بخش پذیری رابطه نمودار :۵ . ٢ شͺل

معکوس رابطه

B از که است رابطه ای ͬ شود م داده R−۱نشان با معکوسRکه شده است. داده B به A Rاز رابطه
صورت به A به

bR−۱a⇔ aRb,

است. بودن» «والد R−۱رابطه آنگاه باشد، بودن» «فرزند Rرابطه اگر نمونه عنوان به ͬ شود. م تعریف

رابطه ها ترکیب

شده است. داده C به B از S رابطه و B به A Rاز رابطه بͽیرید. نظر در را C و B ،A مجموعه سه
با که است C به A از رابطه ای S ◦ Rترکیب

a(S ◦ R)c⇔ ∃b ∈ B; aRb, bSc,

آنگاه باشد، با» کردن «ازدواج رابطه S و بودن» «پدر رابطه R اگر مثال، عنوان به ͬ شود. م تعریف
است. بودن» همسر «پدرِ رابطه S ◦ R

A Rاز رابطه .C = {w, x, y, z} و B = {۱,۲,۳,۴} ،A = {a, b, c} کنید فرض ٢ . ٨ مثال
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را B به

R = {(a,۱), (a,۳), (b,۲)} .

صورت به را C به B از S رابطه همچنین،

S = {(۱, x), (۱, y), (۲, w), (۲, z), (۴, y)} ,



۴۵ رابطه ها

است: عبارت S ◦ Rترکیب ͬ گیریم. م نظر در

S ◦ R = {(a, x), (a, y), (b, w), (b, z)} .

چرا؟ است؟ Rخوش تعریف ◦ S ترکیب آیا

دودویی رابطه های خاصیت های

A در رابطه ͷی

Z در (=) بودن» «مساوی رابطه نمونه، عنوان به .xRx ،x ∈ A هر برای اگر است بازتابی . ١
است. بازتابی

به شود. نتیجه xRz برقراری yRz و xRy از ،x, y, z ∈ A هر برای اگر است تراگذری . ٢
هستند. تراگذری رابطه های (<) بودن» «کوچͷ تر و (=) بودن» «مساوی نمونه، عنوان

رابطه نمونه، عنوان به شود. نتیجه yRx برقراری xRy و x, y ∈ A از هرگاه است متقارن . ٣
متقارن رابطه ͷی (<) اکید» «کوچͷ تری رابطه که حالͬ در است متقارن Z در (=) «تساوی»

نیست.

x = y برقراری yRx و xRy رابطه های برقراری از x, y ∈ A هر برای هرگاه است پادمتقارن . ۴
است. پادمتقارن رابطه ͷی Z در (≤) نااکید» «نابرابری رابطه نمونه عنوان به شود. نتیجه

جزیی ترتیب 

در که است A روی دودویی رابطه ͷی ،A مجموعه روی ترتیب۴ خلاصه طور به یا جزیی ترتیب
ͬ کند: م صدق زیر خواص

.x ⪯ x ،x ∈ A هر برای : بازتابی . ١

.(x ⪯ y) ∧ (y ⪯ x)⇒ x = y پادمتقارن: . ٢

.(x ⪯ y) ∧ (y ⪯ z)⇒ x ⪯ z تراگذری: . ٣

از: عبارتند ترتیب رابطه های از نمونه چند ٢ . ٩ مثال

.Z در (≤) نااکید نابرابری . ١

.a|b⇔ ∃t ∈ Z+, b = at :Z+ در بخش پذیری رابطه . ٢

.(A زیرمجموعه های تمام (مجموعه P(A) در (⊆) زیرمجموعه بودن رابطه . ٣

صورت این غیر در .y ⪯ x یا و x ⪯ y یا اگر گویند مقایسه پذیر را a, b ∈ A عضو دو
a, b ∈ A عضو دو هر هرگاه گویند خطͬ یا کلͬ را ترتیب ͷی ͬ شوند. م نامیده مقایسه ناپذیر
آن در که (Z+, | ) که حالͬ در است کلͬ ترتیب ͷی (Z,≤) نمونه عنوان به باشند. مقایسه پذیر
زیرمجموعه ͷی نیست. کلͬ ترتیب ͷی است، مثبت صحیح اعداد بخش پذیری دهنده نشان «|» نماد
در {۱,۲,۴,۸,۱۶, . . .} مجموعه مثال عنوان به گویند. زنجیر را جزیی ترتیب ͷی از کلͬ ترتیب
مقایسه غیرقابل آن عضو دو هر که جزیی ترتیب ͷی از زیرمجموعه ای است. زنجیر ͷی (Z+, | )

گویند. پادزنجیر را هستند

ͬ دهیم. م نشان «⪯» نماد با کلͬ حالت در را شͬ دو بین ترتیب ۴
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بودن زیرمجموعه ترتیب رابطه برای هاس نمودار :۶ . ٢ شͺل

هاس نمودار

نمودار نوعͬ هاس نمودار ͬ کرد. م کار اعداد جبری نظریه در که بود آلمانͬ ͬ دان ریاض هاس۵ هلموت
استفاده دلیل به هاس مرگ از بعد نام گذاری این است. جزیی مرتب مجموعه های نمایش برای ریاضͬ
در و بود شده طراحͬ دست با نمودارها رسم برای روش، این گرفت. انجام نمودار ها این از او موثر

است. شده ساده تر بسیار رسم ابزارهای از استفاده با نمودارها این رسم اخیر، سال های
بلافصل جانشین ͬ شود. م داده نشان نمودار) راس یا (گره نقطه ͷی با عضو هر هاس نمودار در
ͬ شود. م داده نشان راست خط ͷی با اصلͬ گره با آن اتصال و آن بالای در نقطه ͷی قراردادن با آن
سه مجموعه برای بودن زیرمجموعه رابطه که ͬ شود م دیده هاس نمودار ͷی از نمونه ای ٢ . ۶ شͺل در

ͬ دهد. م نشان را {a, b, c} عضوی
۶٠ عدد علیه های مقسوم برای بخش پذیری رابطه که است هاس نمودار از دیͽری نمونه ٧ . ٢ شͺل

دهد. مͬ نشان را {۱,۲,۳,۵,۶,۱۰,۱۲,۱۵,۲۰,۳۰,۶۰} مجموعه یعنͬ

هم ارزی رابطه

است: زیر خواص با A روی دودویی رابطه A مجموعه روی هم ارزی۶ رابطه

.x ∼ x ،x ∈ A هر برای : بازتابی . ١

.x ∼ y ⇒ y ∼ x متقارن: . ٢

.(x ∼ y) ∧ (y ∼ z)⇒ x ∼ z تراگذری: . ٣

«٢ پیمانه به «همنهشتͬ رابطه است. هم ارزی رابطه ͷی Z در (=) «برابری» رابطه نمونه، عنوان به
فقط و اگر است برقرار x ≡ y( mod ۲) «٢ پیمانه به «همنهشتͬ رابطه است. Z در دیͽری نمونه ،
که حالͬ در است زوج ۶ − ۲ = ۴ زیرا ۶ ≡ ۲( mod ۲) مثال عنوان به باشد. زوج x − y اگر
هم ارزی رابطه ͷی ،٢ پیمانه با همنهشتͬ رابطه نیست. زوج ۷ − ۴ = ۳ زیرا ۷ ̸≡ ۴( mod ۲)

زیرا: است

Helmut Hasse (1898-1979)۵
ͬ دهیم. م نشان «∼» نماد با را شͬ دو بین هم ارزی رابطه وجود ۶
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۶۰ علیه های مقسوم بخش پذیری رابطه برای هاس نمودار :٢ . ٧ شͺل

(بازتابی). x ≡ x( mod ۲) پس است. زوج x− x = ۰ ،x صحیح عدد هر برای . ١

است زوج نیز y − x = ۲(−t) ولͬ است، زوج x− y = ۲t آنگاه x ≡ y( mod ۲) اگر . ٢
(تقارن). y ≡ x( mod ۲) پس

و x − y = ۲t صورت این در .y ≡ z( mod ۲) و x ≡ y( mod ۲) کنید فرض . ٣
بوده زوج نیز x− z = (x− y) + (y− z) = ۲(t+ u) پس هستند. زوج y− z = ۲u

(تراگذری). x ≡ z( mod ۲) نتیجه در و

افرازها قسمت، خارج مجموعه هم ارزی، کلاس های

با که A اعضای تمامͬ مجموعه شده است. داده x ∈ A عضو و A مجموعه روی ∼ هم ارزی رابطه
را x عضو ͬ شود. م تعریف [x] = {y ∈ A | y ∼ x} با و نامیده x هم ارزی کلاس دارند، رابطه x

با که را هم ارزی کلاس های گردایه گویند. [x] کلاس نماینده

A/∼ = {[x] | x ∈ A}

هم ارزی رابطه مهم خاصیت های از ͬͺی هم ارزی∽گویند. Aبا قسمت خارج مجموعه ͬ دهند، م نشان
افرازی هم ارزی کلاس های تمامͬ گردایه است. آن خارج قسمت مجموعه ،A مانند مجموعه ای روی
زیرمجموعه های از {A۱, A۲, . . .} مانند گردایه ای A مجموعه افراز که ͬ کنیم م یادآوری است. A از

است. برابر A با آنها اجتماع و بوده متمایز دوبه دو که است A ناتهͬ

.Ai ∩Aj = ∅ ،i ̸= j هر برای . ١

.
∪

n An = A . ٢

E مجموعه دارد: وجود هم ارزی کلاس دو ،(∼۲) ٢ پیمانه به همنهشتͬ رابطه با ،Z در ٢ . ١٠ مثال
به همنهشتͬ رابطه با Zs قسمت خارج مجموعه فرد. اعداد از O مجموعه و زوج صحیح اعداد از
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زیرا است؛ Z از افرازی قسمت، خارج مجموعه این .Z/ ∼۲= {E,O} با برابراست (∼۲) ٢ پیمانه
.E ∪O = Z و E ∩O = ∅

٢ . ٣ تمرین

هستند. جزیی ترتیب ،٢ . ٩ مثال در شده تعریف رابطه های دهید نشان . ١

چرا؟ است؟ جزیی ترتیب ͷی Z در < رابطه آیا . ٢

است؟ چͽونه کلͬ ترتیب ͷی هاس نمودار . ٣

است. شده تعریف {a, b, c} مجموعه روی R = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, c)} رابطه . ۴
کنید). استفاده n روی استقرا Rn(از = R ،n ≥ ۲ هر برای دهید نشان

بیابید. را ٣ پیمانه به همنهشتͬ رابطه با Z هم ارزی کلاس های . ۵

را Z روی m پیمانه به همنهشتͬ رابطه است. ٢ مساوی یا بزرگ تر صحیح عدد m کنید فرض . ۶
بخش پذیر m بر y−x (یعنͬ کنید تعریف x ≡ y( mod m)⇔ m|(y−x) صورت به
کلاس چند کنید. تعیین را هم ارزی کلاس های است. هم ارزی رابطه این کنید ثابت است).

دارد؟ وجود هم ارزی

ͬ کنیم. م تعریف را (a, b)R(c, d) ⇔ ad = bc رابطه Z × Z∗ دکارتͬ حاصل ضرب روی . ٧
است. هم ارزی نیز Z× Z روی رابطه این آیا است. هم ارزی رابطه این کنید ثابت

نیست. بازتابی ولͬ است متقارن و تراگذری که بزنید مثال رابطه ای . ٨

است A روی هم ارزی رابطه ͷیR کنید فرض بͽیرید. نظر در را A = {a, b, c, d} مجموعه . ٩
است: شده تعریف زیر صورت به که

R = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (a, b), (b, a), (c, d), (d, c)} .

شود: تعریف زیر صورت به f : A→ A کنید فرض همچنین،

f(a) = b; f(b) = c; f(c) = d; f(d) = a.

دهید نشان Rاست. رابطه هم ارزیAدر کلاس های تمامͬ Eمجموعه کنید فرض این بر علاوه
g([a]) = [f(a)] رابطه a ∈ A هر برای که طوری به ندارد وجود g : E → E مانند تابعͬ

باشد. برقرار

اگر فقط و اگر است برقرار (x, y, z)R(x۱, y۱, z۱) رابطه R۳ مجموعه روی . ١٠

۲(x− x۱) + ۳(y − y۱)− (z − z۱) = ۰.

کنید: مشخص را رابطه این هم ارزی کلاس های است. هم ارزی رابطه، این کنید ثابت

[(x, y, z)] = {(x۱, y۱, z۱) : ۲x+ ۳y − z = ۲x۱ + ۳y۱ − z۱} .

رابطه X ×Y مجموعه روی شده اند. تعریف Y ترتیب≻روی و X مجموعه  روی < ترتیب . ١١
ͬ شود: م تعریف زیر

(x, y) ≦ (z, t)⇐⇒ x < z یا (x = z, y ≺ t).

چرا؟ است؟ جزیی ترتیب ͷی رابطه این آیا



٣ فصل

شمارش اصول

مورد این در اولیه مفاهیم با دارند. اساسͬ نقش گسسته ریاضیات در شمارش گوناگون روش های
ͬ کنیم. م اشاره مثال هایی ذکر با مورد چند به یادآوری برای اینجا در دارید. آشنایی

اولیه اصول ٣ . ١

جمع: اصل

وقوع امͺان و گیرد انجام مختلف روش n به دیͽر انتخابی و روش m به انتخاب ͷی اگر
دومͬ یا اولͬ انتخاب مختلف حالت های تعداد آنگاه باشد، نداشته وجود حالت دو هر همزمان

.m+ n با است برابر

است؟ چند هست، ۱۳ یا ۱۲ آنها ارقام مجموع که رقمͬ دو اعداد تعداد ٣ . ١ مثال

با مساله جواب های تعداد صورت، این در است. x۲ دهͽان رقم و x۱ یͺان رقم کنید فرض : حل
معادلۀ جواب های تعداد

x۱ + x۲ = ۱۲, (٣ . ١)

معادلۀ جواب های تعداد و

x۱ + x۲ = ۱۳, (٣ . ٢)

۱ ≤ x۲ ≤ ۹ و ۰ ≤ x۱ ≤ ۹ شرایط در و هستند صحیح اعداد x۲ و x۱ آنها در که است متناظر
است؛ ۷ ،(٣ . ١) سیاله معادله جواب های تعداد که ͬ شود م روشن ساده، محاسبه ͷی با ͬ کنند. م صدق

از: است عبارت معادله این جواب مجموعه زیرا

{(۳,۹), (۴,۸) , (۵,۷), (۶,۶), (۷,۵), (۸,۴), (۹,۳)}.

صورت به معادله این جواب مجموعه زیرا است. ۶ ،(٣ . ٢) سیاله معادله جواب های تعداد همچنین،

{(۴,۹), (۵,۸), (۶,۷), (۷,۶), (۸,۵), (۹,۴)},



شمارش اصول ۵٠

♢ است. ۷ + ۶ = ۱۳ مساعد حالت های کل تعداد جمع اصل بنابر پس، است.

جمع: اصل تعمیم

روش nk به Ak پیشامد بالاخره ... و روش n۲ به A۲ پیشامد روش؛ n۱ به A۱ پیشامد اگر
آنگاه باشند؛ متمایز i ̸= j ازای به (۱ ≤ i, j ≤ k) برای Aj و Ai پیشامدهای و یابد تحقق

با: است برابر ͬ دهد م رخ A۱, A۲, . . . , Ak پیشامدهای از ͬͺی که مختلفͬ روش های تعداد

n۱ + n۲ + · · ·+ nk =

k∑
i=۱

ni.

است؟ چند x۲ + y۲ ≤ ۵ شرط با صحیح اعداد از (x, y) مرتب زوج های تعداد ٣ . ٢ مثال

صورت به را Sk مجموعه تعریف و k = ۰,۱, . . . ,۵ ،x۲ + y۲ = k فرض با : حل

Sk = {(x, y)|x, y ∈ Z, x۲ + y۲ = k},

ͬ کنیم: م تقسیم دسته شش به را جواب ها

S۰ = {(۰,۰)}
S۱ = {(۱,۰), (−۱,۰), (۰,۱), (۰,−۱)}
S۲ = {(۱,۱), (۱,−۱), (−۱,۱), (−۱,−۱)}
S۳ = ∅
S۴ = {(۰,۲), (۰,−۲), (۲,۰), (−۲,۰)}
S۵ = {(۱,۲), (۱,−۲), (۲,۱), (۲,−۱), (−۱,۲),

(−۱,−۲), (−۲,۱), (−۲,−۱)},

♢ .
۵∑

k=۰
|Sk| = ۲۱ با است برابر جواب ها تعداد جمع، اصل تعمیم بنابر و

یعنͬ باشند، متمایز دو به دو مجموعه های Ak و . . . ،A۲ ،A۱ اگر مجموعه ها، نظریه در ٣ . ٣ مثال
آنگاه ،i ̸= j و ۱ ≤ i, j ≤ k ، Ai ∩Aj = ∅ ∣∣∣∣∣اگر

k∪
i=۱

Ai

∣∣∣∣∣ =
k∑

i=۱
|Ai|.

ضرب: اصل شمارش‐ اصول

به اول زیر‐انتخاب که طوری به باشد همراه متوالͬ زیر‐انتخاب دو با انتخابی انجام اگر
برای مختلف روش های تعداد آنگاه هستند، امͺان پذیر روش n به دوم زیر‐انتخاب و روش m

است. m× n با برابر اصلͬ انتخاب



۵١ اولیه اصول

داشته متمایز رنگ های با رنگͬ مداد سه تنها و بͺشد نقاشͬ نوع دو فقط بتواند کودکͬ اگر ۴ . ٣ مثال
♢ کند. رسم مختلف نقاشͬ ۳× ۲ = ۶ ͬ تواند م ضرب اصل به بنا باشد،

حرفͬ چهار «کلمه» ۲ × ۲ × ۲ × ۲ = ۱۶ ͬ توان م B و A حرف دو از استفاده با ۵ . ٣ مثال
♢ ساخت.

ضرب: اصل تعمیم

n1 به A۱ پیشامد و است افراز پذیر A۱, A۲, . . . , Ak پیشامد k به A پیشامد کنید فرض
روش nk به Ak پیشامد بالاخره، ... و یابد تحقق روش n2 به A۲ پیشامد دهد؛ رخ روش

با: است برابر دهد رخ ͬ تواند م A پیشامد که روش هایی تعداد شود؛ مقدور

n۱ × n۲ × · · · × nk =

k∏
i=۱

ni.

عکس هم با و نشسته ͬ ها صندل روی ͬ خواهند م نفر هفت و دارد وجود صندلͬ سه اتاقͬ در ۶ . ٣ مثال
است؟ امͺان پذیر طریق چند به کار این بͽیرند.

صندلͬ طریق، هفت به c۱ صندلͬ صورت این در دهیم، نشان c۱, c۲, c۳ با را ͬ ها صندل اگر : حل
حالت های تعداد ضرب، اصل تعمیم بر بنا ͬ شوند. م اشغال روش پنج به c۳ صندلͬ و روش شش به c۲
باشید داشته توجه .۷× ۶× ۵ = ۲۱۰ از است عبارت صندلͬ سه روی نفر هفت نشستن مختلف
♢ است. مهم ͬ ها صندل روی افراد نشستن ترتیب مساله، این در که

دارد؟ وجود رقمͬ نه عدد چند ٣ . ٧ مثال

(هشت ارقام سایر و روش ٩ به چپ سمت از اول رقم انتخاب رقمͬ، ٩ عدد ͷی نوشتن برای : حل
هر برای شود، استفاده نموداری توصیف از اگر است. امͺان پذیر روش ۱۰ به کدام هر بعدی) رقم
تعیین را خانه هر در اعداد دادن قرار برای مجاز حالت های تعداد و ͬ گیریم م نظر در خالͬ خانه ͷی رقم

ͬ کنیم. م

٩روش ١٠روش ١٠روش ١٠روش ١٠روش ١٠روش ١٠روش ١٠روش ١٠روش

♢ است. ۹× ۱۰۸ رقمͬ نه ارقام تعداد پس

دارد؟ وجود تکراری ارقام بدون رقمͬ نه عدد چند ٣ . ٨ مثال

ͬ کنیم. م استفاده ٣ . ٧ مثال شبیه استدلالͬ از : حل

٩روش ٩روش ٨روش ٧روش ۶روش ۵روش ۴روش ٣روش ٢روش

♢ .۹× ۹! از است عبارت جواب ها تعداد ضرب، اصل تعمیم بر بنا

مجموعه ،M = {۱,۲,۳, . . . ,۱۰۰} برای ٣ . ٩ مثال

S = {(a, b, c)|a, b, c ∈M, a < b, a < c},

دارد؟ عضو چند



شمارش اصول ۵٢

اگر حال باشد. ۱,۲, . . . ,۹۹ اعداد از ͬͺی ͬ تواند م a که کنید توجه : حل

a = k ∈ {۱,۲, . . . ,۹۹},

برای ممͺن حالت های پس است. (۱۰۰− k) کدام هر c و b انتخاب برای ممͺن حالت های آنگاه
ͬ شود. م انتخاب حالت ۹۹ به k خود ولͬ است؛ (۱۰۰− k)(۱۰۰− k) مساوی (a, b, c) تشͺیل

پس

|S| = ۹۹۲ + ۹۸۲ + · · ·+ ۲۲ + ۱۲

=
۱
۶ × ۹۹× ۱۰۰× ۱۹۹ = ۳۲۸۳۵۰.

زیرا،
n∑

k=۱
k۲ =

۱
۶n(n+ ۱)(۲n+ ۱).

♢
٣ . ١ تمرین

دارد. تنیس برای کتاب شش و فوتبال برای کتاب سه والیبال، برای کتاب چهار کتابخانه ͷی . ١
کتاب نوع هر از که طوری به گرفت امانت کتابخانه از ورزشͬ کتاب سه ͬ توان م روش چند به

شود؟ انتخاب جلد ͷی فقط

دارد؟ وجود سه از بزرگ تر ارقام با رقمͬ چهار عدد چند . ٢

ͬ شود؟ م ساخته رقمͬ n دنباله چند ͷی و صفر ارقام از استفاده با . ٣

است. موجود جاده پنج C و B شهرهای بین و جاده، چهار B و A شهر دو بین . ۴

رفت؟ C شهر به A شهر از ،B شهر از عبور با ͬ توان م طریق چند به (آ)
شهر به دوباره و رفت C شهر به B شهر از و B شهر به A شهر از ͬ توان م روش چند به (ب)

برگشت؟ A
کنید. حل باشد، متمایز برگشت مسیر با رفت مسیر که آن شرط با را قبلͬ قسمت (ج)

دارد؟ وجود پنج بر قسمت قابل رقمͬ هفت عدد چند . ۵

صورت به اعداد و حروف ترکیب از اتومبیل ها شماره گذاری برای . ۶

١٢٣۴۵ AB

چند محدودیت، این به توجه با نیست. مجاز صفر رقم و O حرف از استفاده ͬ شود. م استفاده
کرد؟ شماره گذاری ͬ توان م را اتومبیل

عضوی n مجموعه ͷی از شͬء k انتخاب های تعداد که بͽیرید نتیجه ضرب، اصل به توجه با . ٧
از: است عبارت (n ≥ k) اشیاء از

n!

(n− k)!
.



۵٣ جایͽشت ها و تکرار بدون و تکرار با انتخاب یا نمونه گیری

است؟ چند ساخت، انگلیسͬ الفبای حروف از ͬ توان م که حرفͬ پنج حداکثر کلمات تعداد . ٨

میلیون پانصد از بزرگ تر و تکراری ارقام بدون رقمͬ نه عدد چند نه، تا ͷی ارقام از استفاده با . ٩
ͬ شود؟ م ساخته

حروف آنها در که ساخت ͬ توان م حرفͬ ٢۶ دنبالۀ چند انگلیسͬ، الفبای حرف ٢۶ از استفاده با . ١٠
باشند؟ داشته قرار الفبایی ترتیب با صدادار

کنید. مشخص را ١و۶۰۰ شامل ،۶۰۰ مثبت علیه های مقسوم تعداد . ١١

است. (n− ۱)! میز ͷی اطراف در فرد n دادن قرار مختلف حالت های تعداد دهید نشان . ١٢

که شرطͬ به بنشینند میز ͷی دور ͬ توانند م دختر سه و پسر ۵ طریق چند به . ١٣

باشد. نداشته وجود محدودیتͬ (آ)

هم کنار G۱ دختر و B۱ پسر ولͬ گیرند قرار میز دور میان در ͷی دخترها و پسرها (ب)
ننشینند.

ننشینند. هم کنار دختر دو هیچ (ج)

دارد؟ وجود ۷۰۰۰۰ و ۲۰۰۰۰ بین تکراری ارقام بدون زوج عدد چند . ١۴

شده اند ساخته ٧ و ۵ ،٣ ،١ ارقام با که است طبیعͬ اعداد از زیرمجموعه ای S کنید فرض . ١۵
را
∑
n∈S

n یعنͬ ،S اعضای مجموع دارد؟ عضو چند S مجموعه ندارند. تکراری رقم هیچ که

بیابید.

از ͷی هر در را آنها نشستن مختلف روش های تعداد بشینند. میز ͷی دور ͬ خواهند م زوج n . ١۶
کنید: تعیین زیر حالت های

گیرند. قرار میز دور میان در ͷی زنان و مردان (آ)

گیرد. قرار خود همسر کنار در زن هر (ب)

دارد؟ وجود تکراری ارقام بدون زوج رقمͬ شش عدد چند . ١٧

از متمایز زوج های تعداد . است n ≥ ۱ با متمایز عضو ۲n با مجموعه ͷی A کنید فرض . ١٨
بیابید. را A اعضای

که آن شرط به ͬ گیرند م قرار ردیف ͷی در دختر سه و پسر هفت روش چند به . ١٩

باشند. هم کنار در دختر سه هر (آ)

نباشند. هم کنار دختران و شده اشغال پسران توسط صف در نهایی مͺان دو (ب)



شمارش اصول ۵۴

جایͽشت ها و تکرار بدون و تکرار با انتخاب یا نمونه گیری ٣ . ٢

،A اعضای از عضوی k ترتیب ͷی است. شده داده A = {۱,۲,۳, . . . , n} عضوی n مجموعه
این اعضای انتخاب در محدودیتͬ که است A اعضای از عضوی k دنباله ای باشد، مجاز تکرار وقتͬ
با: است برابر انتخاب مختلف روش های تعداد ضرب، اصل بر بنا صورت، این در ندارد. وجود دنباله

n× n× n× · · · × n︸ ︷︷ ︸
مرتبه k

= nk.

تابع هایی تعداد است. عضوی n مجموعه ای Y و عضوی k مجموعه ͷی X کنید فرض ٣ . ١٠ مثال
است؟ چند نوشت؛ Y به X از ͬ توان م که

انتخاب برای ͬ سازیم. م زیر صورت به را f مانند تابعͬ ،X = {x۱, x۲, . . . , xk}فرض با : حل
مقدار برای ترتیب، همین به دارد. وجود هستند، Y اعضای همان که مختلف، مقدار n ،f(x۱)
Y به X از تابع ها کل تعداد ضرب، اصل بر بنا دارد. وجود انتخاب n نیز i = ۱, . . . , k، f(xi)

♢ است. |Y ||X| = nk با برابر

عضو k انتخاب ما هدف بͽیرید. نظر در را A = {۱,۲,۳, . . . , n} عضوی n مجموعه دوباره
xi ̸= xj باشیم داشته i ̸= j هر برای که طوری به است ردیف ͷی در آنها دادن قرار و A اعضای از
این در ͬ گویند. م تکرار بدون نمونه  گیری را کاری چنین هستند). متمایز A از شده انتخاب (اعضای
برای بالاخره ... و حالت n−۱ عضو دومین انتخاب برای حالت؛ n عضو اولین انتخاب برای حالت
کل تعداد ضرب، اصل تعمیم بر بنا دارد. وجود مختلف حالت n − k + ۱ عضو، kامین انتخاب

از: است عبارت حالت ها

n(n− ۱) · · · (n− k + ۱) =
k−۱∏
r=۰

(n− r).

خاص حالت در و است برابر P(n, k) = n!

(n− k)!
با حالت ها تعداد فاکتوریل، نماد از استفاده با

از جایͽشت ͷی را ترتیب هر حالت، این در .P(n, n) = n!

(n− n)!
=

n!

۰! = n! ،n = k برای

ͬ نامند. م شͬء n

است. n! عضوی n مجموعه ͷی جایͽشت های تعداد ٣ . ١١ مثال

شده اند. نام گذاری p۱, p۲, . . . , p۱۰ اسامͬ به نفر ده ٣ . ١٢ مثال

بͽیرند؟ قرار ردیف ͷی در هم کنار ͬ توانند م روش چند به . ١

چند ممͺن حالت های تعداد گیرند، قرار هم کنار خاصͬ ترتیب بدون بخواهند p۲, p۶, p۹ اگر . ٢
است؟

چطور؟ گیرند، قرار هم کنار نخواهند p۲, p۶, p۹ اگر . ٣

داریم: آن تعمیم و ضرب اصل به توجه با : حل

۱۰! = ۳۶۲۸۸۰۰ . ١



۵۵ جایͽشت ها و تکرار بدون و تکرار با انتخاب یا نمونه گیری

۳! ۸! = ۲۴۱۹۲۰ . ٢

۱۰!− ۳! ۸! = ۳۳۸۶۸۸۰ . ٣

♢

مجاز نیز اعضا تکرار و نبوده مهم اعضا انتخاب ترتیب که است این بر فرض بحث، ادامه در
ͷی ترتیب بدون عضوی k نمونه است. شده داده A = {۱,۲, . . . , n} عضوی n مجموعۀ نیست.
زیرمجموعه های تمامͬ ،k = ۲ و n = ۴ با مثال، عنوان به است. A اعضای از عضوی k زیرمجموعه

از: عبارتند عضوی دو

{۱,۲}, {۱,۳}, {۱,۴}, {۲,۳}, {۲,۴}, {۳,۴}.

صورت این در شوند. انتخاب ترتیب با عضو k کنید فرض ابتدا مناسب، فرمولͬ آوردن به دست برای

داشته جایͽشت k! ͬ توانند م عضو k این چون ,P(nاست. k) = n!

(n− k)!
ممͺن حالت های تعداد

با است برابر ترتیب بدون انتخاب های تعداد پس نشود، حاصل اعضا فهرست در تغییری و باشند

n!

(n− k)!
× ۱

k!
.

ͬ دهند: م نشان زیر صورت به و ͬ گویند م k به k عضو n ترکیب را تعداد )این
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

همچنین، دارد. عضوی ۵ زیرمجموعه  ۱۰!
۵!۵! = ۲۵۲ تعداد عضوی، ۱۰ مجموعه ͷی مثال، عنوان به

کرد. انتخاب حالت ۱۷!
۱۱!۶! تعداد به ͬ توان م را نفری ١٧ گروه ͷی از نفری ١١ تیم
ͬ کنیم. م بیان را شمارش روش های از کاربرد چند ادامه در

دارد؟ نامنفͬ صحیح جواب چند x۱ + x۲ + · · ·+ xn = k سیˁالۀ معادله ٣ . ١٣ مثال

فرض ͬ کنیم. م ایجاد تناظری رنگͬ توپ های کردن مرتب و مساله بین پاسخ، کردن پیدا برای : حل
،xi کنید فرض کنیم. رنگ آمیزی مختلف رنگ n با را آنها ͬ خواهیم م و است شده داده توپ k کنید
برقراری صورت این در است. i شماره رنگ با شده رنگ آمیزی توپ های تعداد نشان دهنده ۱ ≤ i ≤ n

رنگ از موجود توپ های تعداد به کنید. عمل زیر روش به هندسͬ طور به است. بدیهͬ فوق رابطه
x۲ = x۳ = x۴ = ۱ مثلا́ ͬ کنیم، م عمل n = ۴ و k = ۵ (برای دهید قرار «+» علامت ،١ شماره
تعداد به دوباره سپس دهید. قرار «‐» علامت باشد داشته وجود رنگͬ تغییر اگر ادامه در .(x۱ = ۲ و
انجام n شماره رنگ پایان تا را روند این و دهید قرار «+» علامت ،٢ شماره رنگ از موجود توپ های

ͬ آید. م دست به زیر ترتیب صورت این در دهید.

+ + − + − + − +

n − ۱ و «+» علامت k از که ͬ آید م دست به «‐» و «+» علامت های از دنباله ای کلͬ، حالت در
است. k + n− ۱ دنباله این اعضای تعداد است. شده تشͺیل «‐» علامت
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از مناسب دنباله ای آوردن دست به برای کنیم، استفاده «+» علامت از فقط علامت دو جای به اگر
علامت به و کرده انتخاب علامت k + n− ۱ میان از را «+» علامت n− ۱ است کافͬ علامت ها،

: از است عبارت کار این انجام مختلف روش های تعداد تبدیل کنیم. «‐»(
k + n− ۱
n− ۱

)
=

(k + n− ۱)!
(n− ۱)!k! =

(
k + n− ۱

k

)
.

♢ ͬ شود. م مشخص نیز مساله جواب های تعداد تناظر، وجود به توجه با

است؟ چند x۱ + x۲ + · · ·+ xn = k معادله مثبت و صحیح جواب های تعداد ١۴ . ٣ مثال

معادله در جایͽذاری و xi − ۱ = yi متغیر تغییر با .xi − ۱ ≥ ۰ پس ،xi ≥ ۱ چون : حل
داریم: اصلͬ

(y۱ + ۱) + (y۲ + ۱) + · · ·+ (yn + ۱) = k,

یا
y۱ + y۲ + · · ·+ yn = k − n,

جواب های تعداد متناظر طور به و ها، yi برای جواب ها تعداد ،٣ . ١٣ مثال بنابر .yi ≥ ۰ آن در که
از: است عبارت ها xi برای مثبت و )صحیح

(k − n) + n− ۱
n− ۱

)
=

(
k − ۱
n− ۱

)
=

(k − ۱)!
(n− ۱)!(k − n)!

=

(
k − ۱
k − n

)
.

♢

است؟ چند x۱ + x۲ + x۳ = ۲۰ معادله مثبت و صحیح جواب های تعداد ١۵ . ٣ مثال

از: است عبارت جواب ها تعداد ،١۴ . ٣ مثال بر بنا : )حل
۲۰− ۱
۳− ۱

)
=

(
۱۹
۲

)
=

(
۱۹
۱۷

)
= ۱۷۱.

♢

داده بسط x از توان هایی صورت به (۱ + x)n و باشد مثبت و صحیح عدد ͷی n اگر ٣ . ١ قضیه

.
(
n

r

)
از است عبارت xr ضریب آنگاه شوند،

بͽیرید: نظر در را زیر حاصل ضرب برهان:

(۱ + x)(۱ + x) · · · (۱ + x)︸ ︷︷ ︸
nمرتبه

.

ͷی عدد برای باقیمانده پرانتز n− r و x متغیر برای پرانتز r انتخاب با ضرب حاصل این در xr جمله
است عبارت پرانتز n میان از پرانتز r انتخاب مختلف حالت های تعداد ͬ آید. م دست به آنها ضرب و

.
(
n

r

)
از
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رابطه r و n هر برای پاسͺال) (رابطه ٣ . ٢ )قضیه
n

r

)
=

(
n− ۱
r − ۱

)
+

(
n− ۱
r

)
,

است. برقرار

ͬ دهد. م نشان را عضوی n مجموعه ͷی از عضوی r زیرمجموعه های تعداد
(
n

r

)
ͬ دانیم م برهان:

آنگاه باشد، زیرمجموعه این در nام عضو اگر باشد. نیز nام عضو شامل ͬ تواند م زیرمجموعه این
این و ͬ شوند م انتخاب مجموعه این دیͽر عضو n− ۱ بین از زیرمجموعه این باقیمانده عضو r− ۱

باید آنگاه نباشد، زیرمجموعه این در nام عضو اگر است. امͺان پذیر مختلف حالت
(
n− ۱
r − ۱

)
به کار

تعداد حالت این در انتخاب شوند. مجموعه این دیͽر عضو n − ۱ بین از زیرمجموعه عضو r همه

است. برقرار حͺم جمع اصل بر بنا است.
(
n− ۱
r

)
انتخاب ها

در است. شده مطرح تمرین عنوان به استقرا از استفاده با دوجمله ای بسط اثبات اول، فصل در
اثبات روش دو این مقایسه ͬ کنیم. استفاده م آن برقراری دادن نشان برای ترکیبیاتͬ استدلال از اینجا

کند. ساده تر را برهان ͬ تواند م انداره چه تا ترکیبیاتͬ استدلال که ͬ دهد م نشان

آنگاه باشد، مثبت و صحیح عدد ͷی n اگر نیوتن) (بسط ٣ . ٣ قضیه

(a+ b)n =

(
n

۰

)
an +

(
n

۱

)
an−۱b+ · · ·+

(
n

n

)
bn.

تعمیم از و گیرد قرار b و a ترتیب به x و ۱ جای به است کافͬ است. ٣ . ١ قضیۀ مانند اثبات برهان:
شود. استفاده ۰ ≤ r ≤ n ،r ازای به جمع اصل

آنگاه باشد، مثبت و صحیح عدد ͷی n اگر ۴ . ٣ قضیه

(۱− x)−n = ۱ +

(
n

۱

)
x+

(
n+ ۱

۲

)
x۲ +

(
n+ ۲

۳

)
x۳ + · · ·

=

∞∑
r=۰

(
n+ r − ۱

r

)
xr.

استدلال اینجا در گرفت. نتیجه f(x) = (۱ − x)−n تابع تیلور بسط از ͬ توان م را حͺم برهان:
این است. شده تعریف n مثبت اعداد برای ترکیب شد، ملاحظه قبلا́ چنانچه ͬ شود. م ارایه ترکیبیاتͬ

ͬ دهیم. م تعمیم منفͬ اعداد برای زیر صورت به را )تعریف
−n
r

)
=

(−n)(−n− ۱)(−n− ۲) · · · (−n− r + ۱)
r!

=
(−۱)r(n+ r − ۱)!

(n− ۱)!r! = (−۱)r
(
n+ r − ۱

r

)
.
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ͬ شود: م نتیجه f(x) = (۱− x)−n تابع دوجمله ای بسط از حال

(۱− x)−n = ۱ + (−n)(−x) + (−n)(−n− ۱) (−x)
۲

۲! + · · ·

= ۱ + nx+ n(n+ ۱)x
۲

۲! + · · ·

=

∞∑
r=۰

(
n+ r − ۱

r

)
xr,

.
(
n− ۱

۰

)
= ۱ زیرا

طوری شده اند، افراز k۱, k۲, . . . , kr دسته r در که است شده داده شͬ n کنید فرض : ١ تعریف
بر افزون هستند. متمایز متفاوت دسته های اعضای ولͬ بوده یͺسان و نوع ͷی از دسته هر اعضای که

این،
k۱ + k۲ + · · ·+ kr = n.

حالت های تعداد ͬ کنیم. م مشخص را اول دسته از شͬ k۱ محل ابتدا شͬ، n از جایͽشت ͷی در

باقیمانده، مͺان n− k۱ از سپس است.
(

n

k − ۱

)
برابر اول دسته از شͬ k۱ مͺان انتخاب مختلف

مͺان انتخاب مختلف حالت های تعداد کار این برای ͬ کنیم. م مشخص را دوم دسته از شͬ k۲ محل

باقیمانده مͺان kr بالاخره دهیم، ادامه ترتیب همین به را استدلال اگر است.
(
n− k۱
k۲

)
اشیاء این

از: است عبارت حالت ها کل تعداد ضرب، اصل بر بنا است. مانده باقͬ rام دسته اشیاء )برای
n

k۱

)(
n− k۱
k۲

)(
n− k۱ − k۲

k۳

)
· · ·
(
kr
kr

)
=

n!

k۱!k۲! · · · kr!
.

ͬ شود م ثابت ͬ دهند. م نشان P(n; k۱, k۲, . . . , kr) یا و
(

n

k۱, k۲, . . . , kr

)
نماد با را تعداد این

چند جمله ای بسط در xk۱
۱ xk۲

۲ · · ·x
kr
r جمله ضریب با عدد این که

(x۱ + x۲ + · · ·+ xr)
n

است. برابر

در شده استفاده ۱,۲,۳ تعداد که ساخت ͬ توان م رقمͬ هفت عدد چند ۱,۲,۳ ارقام با ١۶ . ٣ مثال
باشد؟ ۲,۳,۲ ترتیب به عدد ها این

از: است عبارت اعداد این تعداد ،١ تعریف به توجه با : )حل
۷

۲,۳,۲

)
=

۷!
۲!۳!۲! = ۲۱۰.

♢
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تعداد که طوری به کرد رنگ آمیزی ͬ توان م حالت چند به مختلف رنگ چهار با را توپ ده ٣ . ١٧ مثال
باشد؟ ۱,۲,۳,۴ ترتیب به رنگ چهار این از توپ ها

از: است عبارت نظر مورد رنگ آمیزی مختلف روش های تعداد ،١ تعریف به بنا : )حل
۱۰

۱,۲,۳,۴

)
=

۱۰!
۱!۲!۳!۴! = ۱۲۶۰۰.

♢

ساخته دنباله که این احتمال ͬ سازیم. م حرفͬ یازده دنباله ͷی m و i, s,p حرف چهار با ٣ . ١٨ مثال
است؟ چند باشد، mississippi کلمۀ از جایͽشتͬ شده

۴۱۱ برابر m و i, s,p حرف چهار از استفاده با حرفͬ یازده شدۀ ساخته دنباله های کل تعداد : حل
پس شده اند. ظاهر بار ۱ و ۲ ،۴ ،۴ ترتیب به m و p, s, i حرف های ،mississippi کلمه در است.

با: است برابر مساعد حالت های کل )تعداد
۱۱

۴,۴,۲,۱

)
=

۱۱!
۴!۴!۲!۱! = ۳۴۶۵۰.

با: است برابر نظر مورد احتمال بنابراین،

p =
۳۴۶۵۰

۴۱۱ ≈ ۰٫۰۰۸۳.

♢

برای پس است. نیوتن دو جمله ای همان r = ۲ ازای به (x۱ + x۲ + · · ·+ xr)
n عبارت ١ تذکر

است برقرار زیر رابطه r = ۲(
n

k۱, k۲

)
=

(
n

k۱

)
.

٣ . ٢ تمرین

بیابید. را (x۱ + x۲ + · · ·+ xr)
n چندجمله ای بسط جمله های تعداد . ١

کنید. محاسبه (۲a− ۳b+ ۴c)۱۵ بسط در را a۴b۴c۶ و a۳b۴c۶ ضریب . ٢

صورت به (۱ + n)۲n بسط در میانͬ جمله که دهید نشان . ٣

۱× ۳× ۵× ۷× · · · × (۲n− ۱)
n!

۲nxn,

است.

کنید ثابت باشد، (x + y)n بسط در فرد جملات مجموع Q و زوج جملات مجموع P اگر . ۴
هستند. برقرار زیر روابط

.P ۲ −Q۲ = (x۲ − y۲)n (آ)
.۴PQ = (x+ y)۲n − (x− y)۲n (ب)
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.۲(P ۲ +Q۲) = (x+ y)۲n + (x− y)۲n (ج)

مشخص را n و a مقدار ،۱ + ۴x+ ۷x۲ از است عبارت (۱ + ax)n بسط اول جمله سه . ۵
کنید.

هستند. برقرار زیر روابط دهید نشان . ۶

)(آ)
n

۰

)
+

(
n

۱

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= ۲n.

)(ب)
n

۰

)
−
(
n

۱

)
+ · · ·+ (−۱)n

(
n

n

)
= ۰.

)(ج)
n

۰

)
+

(
n

۲

)
+

(
n

۴

)
+ · · · =

(
n

۱

)
+

(
n

۳

)
+

(
n

۵

)
+ · · · = ۲n−۱.

طرفین در xn ضریب گرفتن نظر در و (۱+x)۲n = (۱+x)n(۱+x)n رابطۀ از استفاده با . ٧
دهید: نشان اتحاد، )این

۲n
n

)
=

(
n

۰

)۲
+

(
n

۱

)۲
+ · · ·+

(
n

n

)۲
.

دهید: نشان . ٨

(۲n− ۱)!
((n− ۱)!)۲ =

(
n

۱

)۲
+ ۲

(
n

۲

)۲
+ · · ·+ n

(
n

n

)۲
.

٧ تمرین رابطه درستͬ ترکیبیاتͬ، استدلال از استفاده با تنها و دو جمله ای بسط از استفاده بدون . ٩
دهید. نشان را

تساوی درستͬ . ١٠(
n

۰

)
+

(
n+ ۱

۱

)
+

(
n+ ۲

۲

)
+ · · ·+

(
n+m

m

)
=

(
n+m+ ۱

m

)
,

دهید. نشان را

برقرار زیر رابطه مثبت k و n هر برای دهید نشان و کنید استفاده ترکیب مستقیم تعریف از . ١١
)است:

n

k

)
=

n

k

(
n− ۱
k − ۱

)
=

n− k + ۱
k

(
n

k − ۱

)
.

کنید. ثابت ترکیبیاتͬ استدلال با را ١١ تمرین . ١٢

دهید. پاسخ جمله ای دو بسط از استفاده با را ١١ تمرین . ١٣
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رابطه دهید نشان . ١۴(
n+ ۱

۳

)
−
(
n− ۱

۳

)
= (n− ۱)۲,

است. برقرار n ≥ ۱ هر برای

دهید: نشان را زیر رابطه درستͬ ترکیبیاتͬ، استدلال با و پاسͺال رابطه از استفاده بدون . ١۵

n∑
k=m

(
k

m

)
=

(
n+ ۱
m+ ۱

)
.

دهید: نشان را زیر رابطه درستͬ . ١۶(
n− ۱
k

)
=

(
n

k

)
−
(

n

k − ۱

)
+ · · ·+ (−۱)k

(
n

۰

)
=

k∑
j=۰

(−۱)k−j

(
n

j

)
.

کنید. استفاده پاسͺال رابطه از راهنمایی:

رابطه r < m فرض با . ١٧

(۱− x)m(۱− x)−(r+۱) = (۱− x)m−r−۱,

صفر چپ سمت در xm−r ضریب دهید. بسط را چپ سمت عبارت های بͽیرید. نظر در را
صورت به ضریب این دهید نشان (چرا؟). )است

m

m− r

)(
m

۰

)
−
(

m− ۱
m− r − ۱

)(
m

۱

)
+

(
m− ۲

m− r − ۲

)(
m

۰

)
− · · · ,

رابطه نتیجه در و است
m∑
s=r

(−۱)m−s

(
m

s

)(
s

r

)
= ۰,

است. برقرار

صورت به بسط این در xk ضریب دهید نشان و بنویسید را (۱− x)−
۱
۲ بسط اول جمله چند . ١٨

است. ۱
۴

(
۲k
k

)
قرار مساوی و ١٨ مساله و (۱ − x)−۱ = (۱ − x)−

۱
۲ (۱ − x)−

۱
۲ تساوی از استفاده با . ١٩

رابطه دهید نشان تساوی این طرفین در xk ضریب )دادن
۲k
k

)
+

(
۲k − ۲
k − ۱

)(
۲
۱

)
+

(
۲k − ۴
k − ۲

)(
۴
۲

)
+ · · ·+

(
۲k
k

)
= ۴k,

است. برقرار

معادله های نامنفͬ و صحیح جواب های تعداد . ٢٠



شمارش اصول ۶٢

،x+ y + z = ۱۸ (آ)
،x+ y + x+ w = ۱۸ (ب)

کنید. مشخص را

رابطه r < n هر برای کنید ثابت . ٢١(
n

r

)۲
>

(
n

r − ۱

)(
n

r + ۱

)
,

است. برقرار

بنویسید. ممͺن شͺل ساده ترین به و کرده محاسبه را زیر عبارت های مقدار . ٢٢
n∑

k=۱
k

(
n

k

)
. (آ)

n∑
k=۱

(−۱)k−۱k

(
n

k

)
. (ب)

n∑
k=۰

۱
k + ۱

(
n

k

)
. (ج)

کنید: ثابت را زیر روابط درستͬ . ٢٣

)(آ)
n

۰

)
+ ۲

(
n

۱

)
+

(
n

۲

)
+ ۲

(
n

۳

)
+

(
n

۴

)
+ ۲

(
n

۵

)
+ · · · = ۳× ۲n−۱.

)(ب)
n

۱

)
(
n

۰

) +

۲
(
n

۲

)
(
n

۱

) +

۳
(
n

۳

)
(
n

۲

) + · · ·+
n

(
n

n

)
(

n

n− ۱

) =
۱
۲n(n+ ۱).

)(ج)
n

۰

)
− ۱

۲

(
n

۱

)
+

۱
۳

(
n

۲

)
− ۱

۴

(
n

۳

)
+ · · ·+ (−۱)n

n+ ۱

(
n

n

)
=

۱
n+ ۱ .

)(د)
n

۰

)
+ ۳

(
n

۱

)
+ ۵

(
n

۲

)
+ ۷

(
n

۳

)
+ · · · = ۲n(n+ ۱).

)(ه)
n

۰

)(
n

۱

)
+

(
n

۱

)(
n

۲

)
+ · · ·+

(
n

n− ۱

)(
n

n

)
=

(۲n)!
(n− ۱)!(n+ ۱)! .



۶٣ جایͽشت ها و تکرار بدون و تکرار با انتخاب یا نمونه گیری

)(و)
n

۰

)(
n

r

)
+

(
n

۱

)(
n

r + ۱

)
+ · · ·+

(
n

n− r

)(
n

n

)
=

(۲n)!
(n− r)!(n+ r)!

.

(ز)

۲
(
n

۰

)
+

۲۲

۲

(
n

۱

)
+

۲۳

۳

(
n

۲

)
+

۲۴

۴

(
n

۳

)
+ · · · = ۳n+۱ − ۱

n+ ۱ .

رابطۀ ،۰ ≤ s ≤ k ≤ r ≤ n شرط با دهید نشان . ٢۴(
n

r

)(
r

k

)(
k

s

)
=

(
n

s

)(
n− s

k − s

)(
n− k

r − k

)
,

است. برقرار

،y > −۴ ،x > ۳ آن در که x + y + x + w = ۵۰ معادله صحیح جواب های تعداد . ٢۵
بیابید. را w > −۶ و z > ۰

نباشد؟ خالͬ جعبه ای هیچ که طوری به داد قرار جعبه r در را توپ n ͬ توان م روش چند به . ٢۶

دنباله دو اعضای مͺان های در ارقام تفاوت صورت به را n طول به دودویی دنباله دو بین فاصله . ٢٧
دنباله ای .d(x, y) = ۲ آنگاه ،y = ۰۱۱۱۱۰ و x = ۱۱۰۱۱۰ اگر مثلا́ بͽیرید. نظر در
دنباله هایی تعداد کنید. تعیین را آن از d̄ فاصله به دنباله هایی تعداد است. شده داده n طول به

بیابید. را آن از d̄ حداکثر فاصله به

دهید: نشان . ٢٨

P(m+ n, r) =

r∑
k=۰
P(m, k)P(n, r − k).

که کنید توجه و بͽیرید نظر در را سفید توپ n و سیاه توپ m شامل مجموعه ای (راهنمایی:
نتیجه سپس است.) سفید توپ r−k و سیاه توپ k شود، انتخاب توپ r مجموعه این از اگر

: )بͽیرید
m+ n

m

)
=

r∑
k=۰

(
r

k

)(
m+ n− r

m− k

)
,

.r ≤ m+ n آن در که

،n ≥ ۱ صحیح عدد هر برای کنید ثابت استقرا با . ٢٩(
۲n
n

)
<

۴n

√
۳n+ ۱

.

ندارد، فرزند ͷی از بیش خانواده هر که این فرض با بͽیرید. نظر در را فرزند شش با خانواده ده . ٣٠
است؟ چند دارند تعلق خانواده ها به فرزندان این که حالت هایی تعداد



شمارش اصول ۶۴

بخش پذیر ۲n بر (n + ۱)(n + ۲) · · · (۲n) ضرب حاصل ،n ∈ N هر برای کنید ثابت . ٣١
است.

رابطه در که بیابید چنان را r مقدار . ٣٢

۱(
۹
r

) − ۱(
۱۰
r

) =
۱۱

۶
(
۹
r

) ,

کند. صدق

بخش پذیر r! بر (n+۱)(n+۲) · · · (n+r) ضرب حاصل ،n, r ∈ N هر برای کنید ثابت . ٣٣
است.

است. صحیح عدد ͷی حاصل زیر، حالت های از ͷی هر در که دهید نشان ترکیبیاتͬ استدلال با . ٣۴

.(۳n)!/(۲n۳n) (آ)
.(۶n)!/(۵n۳۲n۲۴n) (ب)

.(n۲)!/(n!)n (ج)

.(n!)!/(n!)(n−۱)! (د)

طرد و شمول اصل ٣ . ٣

برای شوید. آشنا ͬ شود م ارایه بخش این در که شمارشͬ شیوه با تا ͬ کنیم م آغاز مثالͬ با را موضوع
نیست. نیازی پیشرفته ریاضیات به نوع، این از مساله هایی جواب کردن مشخص

مرد نفر ١٠ و جوان نفر ٣٠ مرد، نفر ۶٠ آنها از که شده اند جمع نفر ١٠٠ سالن ͷی در ٣ . ١٩ مثال
دارند؟ وجود سالن این در مسن زن نفر چند هستند. جوان

مرجع مجموعه را S مجموعه است. سالن این در موجود افراد تمامͬ مجموعه S کنید فرض : حل
مساله این برای را ون نمودار و دهید نشان B با را جوانان مجموعه و A با را مردان مجموعه ͬ نامند. م

کنید. رسم

۴ ٣ ٢ ١

B A

S



۶۵ طرد و شمول اصل

نشان ۱,۲,۳,۴ شماره های با که است شده ͷتفکی مجزا ناحیۀ چهار به S مجموعه نمودار این در
شده اند. داده

۱ ناحیه = A ∩B = A−B,

۳ ناحیه = B ∩A = B −A,

۲ ناحیه = A ∩B,

۴ ناحیه = A ∩B.

ناحیه این افراد شمارش روش، بهترین است. چهارم ناحیه در موجود نفرات تعداد یافتن مساله، هدف
احتمالا˟ یعنͬ جمع). (اصل کرد شروع B و A نفرات تعداد کردن جمع با ͬ توان م را کار این است.

|A ∪B|=? |A|+ |B|.

قرار B مجموعه در هم و A مجموعه در هم که دارند وجود افرادی است؟ برقرار تساوی واقعاً آیا ولͬ
نهایی مجموع از باید تعداد این درست، نتیجه  گیری برای و [شمول] شده اند شمارش «دوبار» و دارند

داریم: پس [طرد]. شوند کسر

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

بنابراین
|A ∪B| = ۶۰ + ۳۰− ۱۰ = ۸۰,

رابطه از A ∩B اعضای تعداد نتیجه در و

|A ∩B| = |S| − |A ∪B| = ۱۰۰− ۸۰ = ۲۰,

♢ ͬ شود. م مشخص

اول): شͺل ) طرد و شمول اصل

داریم: باشند، دلخواه مجموعه دو B و A اگر

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

ͬ شود. م تبدیل جمع اصل به طرد، و شمول اصل آنگاه ،A ∩B = ∅ هرگاه

دوم): شͺل ) طرد و شمول اصل

داریم: باشند، دلخواه مجموعه دو B و A اگر

|A ∩B| = |S| − |A| − |B|+ |A ∩B|.



شمارش اصول ۶۶

مجموعه اعضای کنید فرض است. زیر صورت به طرد و شمول اصل برای دیͽر مفید توصیف
با S از زیرمجموعه ای دهنده نشان را A مجموعه هیچͺدام). شاید (و دارند خاصیت دو یا ͷی S
بͽیرید. نظر در دوم خاصیت با S اعضای از زیرمجموعه ای نشان دهنده را B مجموعه و اول خاصیت

است. زیر صورت به طرد و شمول اصل سوم شͺل آنگاه

سوم): شͺل ) طرد و شمول اصل

با است برابر ͬ کنند نم صدق خاصیت دو از ͷی هیچ در که S مجموعه از اعضایی تعداد
دوم، خاصیت با S اعضای تعداد منهای اول، خاصیت با S اعضای تعداد منهای S اعضای تعداد

دارند. را خاصیت دو هر که S اعضای تعداد بعلاوه
با هستند خاصیت این فاقد که تعدادی و N (cr) با دارند را r خاصیت که S اعضای تعداد اگر

آنگاه دهیم، Nنشان (c̄r)

N (c̄1, c̄2) = N (S)−N (c1)−N (c2) +N (c1, c2).

نفر ۴۰ سالن، در موجود افراد بین در کنید فرض بͽیرید. نظر در را ٣ . ١٩ مثال دوباره ٣ . ٢٠ مثال
همچنین هستند. جوان بازیͺن نیز نفر ١۵ و هستند مرد نفر ۲۰ آنها بین در که ͬ کنند م بازی والیبال
بازی والیبال که دارند وجود مسن زن نفر چند سالن در دارند. وجود نیز جوان مرد ۵ بازیͺنان میان در

ͬ کنند. نم

فرمول و است مطرح والیبال کردن بازی و بودن جوان جنسیت، خاصیت سه مساله این در : حل
تقریب ابتدا نیست. جوابͽو طرد و شمول اصل سوم شͺل در شده بیان

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|,

سه A∩B ∩C یعنͬ ،١ . ٣ شͺل در ٧ ناحیه زیرا نیست! درست هنوز رابطه این امˁا ͬ آید. م دست به
یعنͬ شود. شامل باید دیͽر بار پس است. شده طرد بار سه و شامل بار

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|,

است. صحیح |A ∪B ∪ C| محاسبه برای فرمول این و
نشان C با را والیبال بازیͺنان مجموعه و B با را جوانان مجموعه ،A با را مردان مجموعه اگر حال

با برابر هستند والیبال بازیͺن یا جوان یا مرد که افرادی تعداد دهیم،

۶۰ + ۳۰ + ۴۰− ۱۰− ۲۰− ۱۵ + ۵ = ۹۰,

♢ است. ۱۰۰− ۹۰ = ۱۰ مساله جواب و است
خاصیت p برای ͬ توان م را طرد و شمول اصل شد، گفته ٣ . ٢٠ و ٣ . ١٩ مثال های در آنچه به توجه با

ͬ کند. م بیان را متناظر فرمول بعدی قضیه داد. تعمیم

،۱ ≤ i ≤ p هر برای و باشد داشته عضو n ،S مجموعه اگر طرد) و شمول (اصل ۵ . ٣ قضیه
صدق خاصیت ها این از تعدادی در مجموعه این اعضای از بعضͬ که طوری به شود مشخص ci خواص
در که S از اعضایی تعداد نکنند. صدق خاصیتͬ هیچ در است ممͺن آن اعضای از تعدادی و ͬ کنند م
S از اعضایی تعداد و ͬ شود م Nمشخص (c۱, c۲, . . . , cr) با ͬ کنند م صدق c۱, c۲, . . . , cr شرایط



۶٧ طرد و شمول اصل

۴

۶
۵

٣
٨ ٢

٧
١

C

B A

S

کنند. صدق خاصیت سه از برخͬ در وقتͬ اعضا، گرفتن قرار ناحیه های :٣ . ١ شͺل

بالاخره، و ͬ یابد م نمایش N (c̄۱, c̄۲, . . . , c̄r) نماد با نیستند صادق c۱, c۲, . . . , cr شرایط در که
نماد با ͬ کنند نم صدق شرطͬ هیچ در که اعضایی تعداد

N = N (c̄۱, c̄۲, . . . , c̄p)

صورت این در ͬ شود. م معین

N = N − (N (c۱) +N (c۲) + · · ·+N (cp))

+ (N (c۱, c۲) +N (c۱, c۳) + · · ·+N (cp−۱, cp))

− (N (c۱, c۲, c۳) +N (c۱, c۲, c۴) + · · ·+N (cp−۲, cp−۱, cp))

+ · · ·+
∑

۱≤i۱<i۲<···<ir≤p

(−۱)rN (ci۱ , ci۲ , . . . , cir ) + · · ·

+ (−۱)pN (c۱, c۲, . . . , cp)

نتیجه در

N = N −
∑

۱≤i≤p

N (ci) +
∑

۱≤i<j≤p

N (ci, cj)−
∑

۱≤i<j<k≤p

N (ci, cj , ck)

+ · · ·+
∑

۱≤i۱<i۲<···<ir≤p

(−۱)rN (ci۱ , ci۲ , . . . , cir ) + · · · (٣ . ٣)

+ (−۱)pN (c۱, c۲, . . . , cp)

دادن قرار با خلاصه، طور به

Sr =
∑

۱≤i۱<i۲<···<ir≤p

N (ci۱ , ci۲ , . . . , cir ),

صورت به (٣ . ٣) رابطه

N = S۰ − S۱ + S۲ − · · ·+ (−۱)nSn =

n∑
r=۰

(−۱)rSr,

ͬ شود. م نوشته



شمارش اصول ۶٨

از اینجا در ͬ شود. م واگذار تمرین عنوان به و است بدیهͬ استقراء از استفاده با قضیه اثبات برهان:
در x حضور دفعات تعداد ،x ∈ S هر ازای به که ͬ دهیم م نشان ͬ کنیم. م استفاده ترکیبیاتͬ استدلال

است. ͷی یا صفر تعداد این و است مساوی (٣ . ٣) رابطه طرفین

بار ͷی Nو در بار ͷی فقط آنگاه نکند، صدق c۱, c۲, . . . , cp خواص از ͷی هیچ در x اگر •
در x پس، ͬ شود. نم ظاهر (٣ . ٣) رابطه دیͽر جملات از هیچ کدام در و ͬ شود م Nشمارش در

ͬ شود. م ظاهر بار ͷی فقط رابطه این طرفین

نشده شمارش N در x که است بدیهͬ کند، صدق ۱ ≤ r ≤ p خاصیت، r در دقیقاً x اگر •
دارد: حضور ذیل شرح به تعدادی به (٣ . ٣) رابطه راست طرف در که حالͬ در است،

.N در بار ͷی . ١

ظاهر بار ͷی شرط r از شرط هر در زیرا ͬ شود. م دیده
p∑

i=۱
N (ci) در مرتبه r تعداد به . ٢

ͬ شود. م

شرط دو هر در بار ͷی زیرا دارد. وجود
∑

۱≤i<j≤p

N (ci, cj) در بار
(
r

۲

)
تعداد به . ٣

ͬ شود. م ظاهر شرط r میان از انتخابی

سه هر در بار ͷی زیرا دارد. وجود
∑

۱≤i<j<k≤p

N (ci, cj , ck) در بار
(
r

۳

)
تعداد به . ۴

ͬ شود. م ظاهر شرط r میان از انتخابی شرط

هر حسب بر مجموع که وقتͬ ،
∑
N (ci۱ , ci۲ , . . . , cip) در بار

(
r

r

)
تعداد به نهایتاً . ۵

ͬ شود. م ظاهر گردد، منظور شرط p از تایی r انتخاب

صورت به (٣ . ٣) رابطۀ راست سمت در x حضور دفعات تعداد نتیجه، در

۱− r +

(
r

۲

)
−
(
r

۳

)
+ · · ·+ (−۱)n

(
r

r

)
= ۰,

است.

ͬ شود. م ثابت قضیه صورت، این به

i ≤ ،ci شرایط از ͬͺی در حداقل که S اعضای از تعدادی ،۵ . ٣ قضیه شرایط به توجه با ١ نتیجه
.N −N با است برابر کنند صدق i ≤ p

چند نباشند، بخش پذیر ٧ یا ۵ ،٢ بر که ۱ ≤ n ≤ ۱۰۰ ،n مثبت و صحیح اعداد تعداد ٣ . ٢١ مثال
است؟

n ∈ S هر برای .|S| = ۱۰۰ بنابراین و است S = {۱,۲, . . . ,۱۰۰} اینجا در : حل
ͬ کنیم: م تعریف را زیر خاصیت های

ͬ دهیم. م نشان c۱ با را آن که ٢ بر بودن بخش پذیر . ١
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ͬ دهیم. م نشان c۲ با را آن که ۵ بر بودن بخش پذیر . ٢

ͬ دهیم. م نشان c۳ با را آن که ٧ بر بودن بخش پذیر . ٣

نوشت: ͬ توان م کف تابع تعریف به توجه با Nاست. = N (c̄۱, c̄۲, c̄۳) مساله جواب

N (c۱) = ⌊
۱۰۰
۲ ⌋ = ۵۰, N (c۱, c۲) = ⌊

۱۰۰
۱۰ ⌋ = ۱۰,

N (c۲) = ⌊
۱۰۰
۵ ⌋ = ۲۰, N (c۱, c۳) = ⌊

۱۰۰
۱۴ ⌋ = ۷,

N (c۳) = ⌊
۱۰۰
۷ ⌋ = ۱۴, N (c۲, c۳) = ⌊

۱۰۰
۳۵ ⌋ = ۲,

N (c۱, c۲, c۳) = ⌊
۱۰۰
۷۰ ⌋ = ۱,

N = N (c̄۱, c̄۲, c̄۳) = N − (N (c۱) +N (c۲) +N (c۳))

+ (N (c۱, c۲) +N (c۱, c۳) +N (c۲, c۳))

−N (c۱, c۲, c۳)

= ۱۰۰− (۵۰ + ۲۰ + ۱۴) + (۱۰ + ۷ + ۲)− ۱
= ۳۴.

♢

ͷی به عضوی m مجموعه ͷی از پوشا توابع تعداد شمول‐طرد، اصل از استفاده با ٣ . ٢٢ مثال
کنید. مشخص را عضوی n مجموعه

m ≥ n شرط با B = {b۱, b۲, . . . , bn} و A = {a۱, a۲, . . . , am} مجموعه  دو : حل
،ci خاصیت (چرا). است nm برابر S = {f |f : A → B} اعضای تعداد بͽیرید. نظر در را
ͬ کند م صدق ci خاصیت در f «تابع که ͬ کنیم م تعریف صورت این به S اعضای برای را ۱ ≤ i ≤ n

f مانند توابعͬ تعداد N (c̄i) صورت، این در باشد.» نداشته قرار f (برد) مقادیر حوزۀ در bi هرگاه
پوشای توابع Nتعداد = N (c̄۱, c̄۲, . . . , c̄n) بنابراین دارد. قرار f تابع مقادیر حوزه در bi که است
مربوط مرتب زوج در دوم مختص عنوان به ͬ تواند م B مجموعه عضو هر چون است. f : A → B

داریم: ،۱ ≤ i ≤ n ،i هر برای پس گیرد، قرار f تابع به

N (ci) = (n− ۱)m.

bi که دارد وجود f : A→ B تابع (n− ۲)m تعداد به 1 ≤ i < j ≤ n ،i, j هر برای همچنین
: نتیجه در ندارند. قرار f مقادیر حوزه در bj و

S۱ = N (c۱) +N (c۲) + · · ·+N (cn) =

(
n

۱

)
(n− ۱)m,

S۲ = N (c۱, c۲) +N (c۱, c۳) + · · ·+N (cn−۱, cn) =

(
n

۲

)
(n− ۲)m.
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داریم: ۱ ≤ k ≤ n ،k هر برای کلͬ حالت در

Sk =
∑

۱≤i۱<i۲<···<ir≤k

N (ci۱ , ci۲ , . . . , cir ) =

(
n

k

)
(n− k)m.

طرد، و شمول اصل بر بنا

N = N (c̄۱, c̄۲, . . . , c̄n) = N − S۱ + S۲ − S۳ + · · ·+ (−۱)nSn

= nm −
(
n

۱

)
(n− ۱)m + · · ·+ (−۱)n

(
n

n

)
(n− n)m

=

n∑
i=۰

(−۱)n
(
n

i

)
(n− i)m =

n∑
i=۰

(−۱)n
(

n

n− i

)
(n− i)m,

♢ ͬ دهد. م نشان را f : A→ B پوشای توابع تعداد

که است m مثبت و صحیح اعداد تعداد برابر ϕ(n) اویلر تابع ،n ∈ Z+ هر برای ٣ . ٢٣ مثال
اصل از استفاده با هستند). اول هم به نسبت n و m عدد دو (یعنͬ (m,n) = ۱ و ۱ ≤ m ≤ n

بیابید. ϕ(n) محاسبه برای فرمولͬ طرد و شمول

که ͬ شود م ملاحظه سادگͬ به : حل

ϕ(۲) = ۱, ϕ(۳) = ۲, ϕ(۵) = ۵, ϕ(۶) = ۲,

دهید: قرار n ≥ ۲ ازای به .ϕ(p) = p− ۱ ،p اول عدد هر برای و

n = pα۱
۱ pα۲

۲ · · · p
αr
r ,

حل روش بهتر درک برای .۱ ≤ i ≤ r ،αi ≥ ۱ و متمایز اول اعداد p۱, p۲, . . . , pr آن در که
ساده کلͬ حالت در آن تعمیم متناظر، تابع کردن مشخص از پس بͽیرید. نظر در را r = ۴ مساله،
به را ci خاصیت ۱ ≤ i ≤ ۴ ،i هر برای و N = |S| = n ،S = {۱,۲, . . . , n} برای است.

صورت

باشد.» پذیر بخش pi بر k اگر فقط و اگر ͬ کند م صدق ci خاصیت در k ∈ S»

اول اعداد از ͷی هیچ بر k گاه هر هستند اول هم به نسبت n و k اعداد ،۱ ≤ k ≤ n ،k هر برای
پس نباشد. بخش پذیر ۱ ≤ i ≤ ۴ ،pi

ϕ(n) = N = N (c̄۱, c̄۲, c̄۳, c̄۴).

همچنین

N (c۱) =
n

p۱
۱ ≤ i ≤ ۴

N (ci, cj) =
n

pipj
۱ ≤ i, j ≤ ۴

N (ci, cj , ck) =
n

pipjpk
۱ ≤ i, j, k ≤ ۴

N (c۱, c۲, c۳, c۴) =
n

p۱p۲p۳p۴
.
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بنابراین

ϕ(n) = S۰ − S۱ + S۲ − S۳ + S۴

n−
(

n

p۱
+

n

p۲
+

n

p۳
+

n

p۴

)
+

(
n

p۱p۲
+ · · ·+ n

p۳p۴

)
−
(

n

p۱p۲p۳
+ · · ·+ n

p۲p۳p۴

)
+

n

p۱p۲p۳p۴

= n

[
۱−

(
۱
p۱

+
۱
p۲

+
۱
p۳

+
۱
p۴

)
+

(
۱

p۱p۲
+ · · ·+ ۱

p۳p۴

)
−
(

۱
p۱p۲p۳

+ · · ·+ ۱
p۲p۳p۴

)
+

۱
p۱p۲p۳p۴

]
= n

∏
۱≤i≤۴

(
۱− ۱

pi

)
.

داریم: کلͬ حالت در پس

ϕ(n) = n
∏
pi|n

(
۱− ۱

pi

)
.

مثال عنوان به

ϕ(۲۳۱۰۰) = ϕ(۲۲ × ۳۱ × ۵۲ × ۷۱ × ۱۱۱)

= ۲۳۱۰۰
(
۱− ۱

۲

)(
۱− ۱

۳

)(
۱− ۱

۵

)(
۱− ۱

۷

)(
۱− ۱

۱۱

)
= ۴۸۰۰.

♢

سادگͬ، برای گیرند. قرار مͺان n در باید و شده اند داده شͬ n کنید فرض ( (بی نظمͬ ٢۴ . ٣ مثال
n دادن قرار یعنͬ بی نظمͬ از منظور .(۱ ≤ i ≤ n) ͬ دهیم م نشان i با را مͺان ها و ai با را اشیاء
چند شͬء n ͬ های بی نظم تعداد نگیرد. قرار iام مͺان در ai شͬء هیچ که طوری به مͺان n در شͬء

است؟

مساله هدف صورت، این در ͬ کنیم. م تعریف iام مͺان در ai شͬء گرفتن قرار را ci خاصیت : حل
که است بدیهͬ Nاست. = N (c̄۱, c̄۲, . . . , c̄n) یافتن

N (ci) = (n− ۱)!.

توسط باید که است باقͬ مانده خالͬ مͺان n− ۱ تنها و است شده اشغال ai وسیله به iام مͺان زیرا
ترتیب همین به شوند. اشغال ͬ مانده باق شͬء n− ۱ بقیه

N (ci, cj) = (n− ۲)!
N (ci, cj , ck) = (n− ۳)!.
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s0Z0
0Z0s
Z0s0
0s0Z

۴× ۴ صفحه ͷی در رخ مهره های گرفتن قرار از نمونه ای :٣ . ٢ شͺل

تعداد همچنین است. ... و
(
n

۲

)
Nبرابر (ci, cj) نوع از و

(
n

۱

)
Nبرابر (ci) نوع از جملات تعداد

پس: است. n! جایͽشت ها کل

N = N (c̄۱, c̄۲, . . . , c̄n)

= n!− (n− ۱)!
(
n

۱

)
+ (n− ۲)!

(
n

۲

)
− (n− ۳)!

(
n

۳

)
+ · · ·

= n!− (n− ۱)! n!

(n− ۱)!۱! + (n− ۲)! n!

(n− ۲)!۲!

−(n− ۳)! n!

(n− ۳)!۳! + · · ·

= n!

(
۱− ۱

۱! +
۱
۲! −

۱
۳! + · · ·+ (−۱)n ۱

n!

)
.

♢ است. e−۱ عدد از تقریبی شمارش، این در پرانتز داخل عبارت که کنید توجه
بͽیرید نظر در را n×n شطرنجͬ صفحه ͷی است. ذیل صورت به ٢۴ . ٣ مثال از دیͽری توصیف
jام ستون و iام ردیف در که مربعͬ در رخ مهرۀ ͷی دادن قرار با را ۱,۲, . . . , n اعداد جایͽشت و
واضح است. شده داده نشان ٢ . ٣ شͺل در ١۴٣٢ جایͽشت مثال، عنوان به کنید. متناظر است؛ واقع
ͷی فقط ستون و سطر هر در که ͬ گیرند م قرار صفحه روی چنان مهره ها جایͽشت، هر در که است

ͬ گیرد. نم قرار صفحه اصلͬ قطر روی مهره ای هیچ بی نظمͬ، خاصیت اساس بر و ͬ گیرد م قرار مهره
ͷی در رخ مهره های دادن قرار حسب بر ͬ توان م را ٢۴ . ٣ مثال در آمده دست به نتیجه بنابراین،

کرد. تعبیر زیر صورت به n× n شطرنجͬ صفحه

ͷی در رخ مهره n دادن قرار مختلف حالت های تعداد با شͬ n ͬ های بی نظم تعداد
نکنند. تهدید را همدیͽر مهره ها از کدام هیچ که طوری به n × n شطرنجͬ صفحه

است. معادل نباشند، اصلͬ قطر روی مهره ها از کدام هیچ همچنین

خواهند شد. بررسͬ هفتم فصل در که باشد لاتین مربع های برای مقدمه ای ͬ تواند م توصیف این
ͬ شوند. م معرفͬ فوق الذکر خواص توصیف برای چندجمله ای هایی نیز بعدی بخش در
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ممͺن S اعضای از بعضͬ بͽیرید. نظر در را c۱, c۲, . . . , cp خواص و |S| = n ،S مجموعه
شمارش امͺان طرد و شمول اصل ͷکم به نباشند. یا و باشند صادق شرایط این از برخͬ در است
تعدادی باشد، p و ١ بین دلخواه صحیح عدد ͷی m اگر حال شد. Nفراهم = N (c̄۱, c̄۲, . . . , c̄p)

ͬ دهیم. م Emنشان با را ͬ کنند م صدق c۱, c۲, . . . , cp خواص از mخاصیت در دقیقاً Sکه اعضای از
داریم: کنیم. مشخص را Em مقدار ͬ خواهیم م

E۰ = N (c̄۱, c̄۲, c̄۳, . . . , c̄p)

E۱ = N (c۱, c̄۲, c̄۳, . . . , c̄p) +N (c̄۱, c۲, c̄۳, . . . , c̄p)

+ · · ·+N (c̄۱, c̄۲, c̄۳, . . . , cp)

E۲ = N (c۱, c۲, c̄۳, . . . , c̄p) +N (c۱, c̄۲, c۳, . . . , c̄p)

+ · · ·+N (c̄۱, c̄۲, c̄۳, . . . , cp−۱, cp).

داریم: ( ١ . ٣ (شͺل ون نمودار به توجه با و p = ۳ برای مثال عنوان به

E۱ = N (c۱) +N (c۲) +N (c۳)

−۲ (N (c۱, c۲) +N (c۱, c۳) +N (c۲, c۳)) + ۳N (c۱, c۲, c۳).

اعضای و شده اند شمارش دوبار کدام هر ۶ و ۵ ،٣ Nناحیه های (c۱) +N (c۲) +N (c۳) در زیرا
ͷی از بیش در ٧ و ۶ ،۵ ،٣ ناحیه های اعضای چون شده اند. شمارش بار سه کدام هر در نیز ٧ ناحیۀ

پس: شوند. طرد شمارش این در باید ͬ کنند، م صدق خاصیت

E۱ = S۱ − ۲S۲ + ۳S۳ = S۱ −
(
۲
۱

)
S۲ +

(
۳
۲

)
S۳.

ترتیب: همین به

E۲ = N (c۱, c۲) +N (c۱, c۳) +N (c۲, c۳)− ۳N (c۱, c۲, c۳) = S۲ − ۳S۳,

نهایت در و
E۳ = N (c۱, c۲, c۳) = S۳.

است. برقرار بعدی قضیه کلͬ حالت در

اعضای از تعدادی ،۱ ≤ m ≤ p که m هر برای و طرد و شمول اصل نمادهای حسب بر ۶ . ٣ قضیه
با است برابر ͬ کنند م صدق c۱, c۲, . . . , cp خواص از خاصیت m در دقیقاً که S

Em = Sm −
(
m+ ۱

۱

)
Sm+۱ + · · ·+ (−۱)p−m

(
p

p−m

)
Sp. (۴ . ٣)

بͽیرید: نظر در را حالت سه و x ∈ S کنید فرض برهان:

Sm, Sm+۱, . . . , Sp و Em مجموعه های در کند، صدق خاصیت m از کمتر در x اگر . ١
ندارد. وجود (۴ . ٣) رابطۀ طرفین در پس داشت. نخواهد حضور

Sm در همچنین و Em در کند، صدق c۱, c۲, . . . , cp خواص از خاصیت m در دقیقاً x اگر . ٢
رابطۀ طرفین در x پس ندارد. حضور Sm+۱, . . . , Sp مجموعه های در ولͬ دارد وجود بار ͷی

دارد. حضور یͷ بار فقط (۴ . ٣)
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در ،m < r ≤ p باشیم داشته و کند صدق c۱, c۲, . . . , cp خواص از خاصیت r در x اگر . ٣

...،Sm+۱ در مرتبه
(

r

m+ ۱

)
،Sm در مرتبه

(
r

m

)
ولͬ ندارد، قرار Em در x صورت این

ندارد. حضور است k > r که Sk در و دارد حضور Sr در مرتبه
(
r

r

)
نهایت در و

با است برابر دارد حضور x که دفعاتͬ تعداد ،(۴ . ٣) رابطۀ راست سمت در )بنابراین
m

۰

)(
r

m

)
−
(
m+ ۱

۱

)(
r

m+ ۱

)
+

(
m+ ۲

۲

)(
r

m+ ۲

)
+ · · ·

+(−۱)r−m

(
r

r −m

)(
r

r

)
.

رابطۀ ترکیبیاتͬ آنالیز )در
m+ k

k

)(
r

m+ k

)
=

(m+ k)!

k!m!
× r!

(m+ k)!(r −m− k)!

=
r!

m!k!(r −m− k)!

=
r!

m!(r −m)!
× (r −m)!

k!(r −m− k)!

=

(
r

m

)(
r −m

k

)
,

است برابر دارد حضور (۴ . ٣) رابطۀ راست سمت در x که دفعاتͬ تعداد نتیجه در است. برقرار
)با

r

m

)[(
r −m

۰

)
−
(
r −m

۱

)
+

(
r −m

۲

)
+ · · ·+ (−۱)r−m

(
r −m

r −m

)]
= ۰.

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب، این به

(m ≤ p) شرط p از شرط m در حداقل که است S اعضای از تعدادی Lm کنید فرض ٢ نتیجه
صورت این در کنند. صدق

Lm = Sm −
(

m

m− ۱

)
Sm+۱ +

(
m+ ۱
m− ۱

)
Sm+۲ + · · ·+ (−۱)p

(
p− ۱
m− ۱

)
Sp.

داریم: m = 1 برای

L۱ = S۱ −
(
۱
۰

)
S۲ +

(
۲
۰

)
S۳ − · · ·+ (−۱)p−۱

(
p− ۱

۰

)
Sp

= S۱ − S۲ + S۳ − · · ·+ (−۱)p−۱Sp

= N −N = |S| − N .
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ایجاد آنها بین طرفه دو راه های ͬ خواهیم م و دارد وجود مسͺونͬ مجتمع ۵ منطقه، ͷی در ٢۵ . ٣ مثال
چند به شود). ختم مجتمع هر به راه ͷی (حداقل نباشد جدا بقیه از مجتمعͬ هیچ که طوری به کنیم

کرد؟ ایجاد را راه ها این ͬ توان م روش

S مجتمع ها بین راه های مجموعه کنید فرض بنامید. a, b, c, d, e ترتیب به را مجتمع ها این : حل

مجتمع ها این کردن متصل برای مختلف روش
(
۱۰
۲

)
زیرا .n = |S| = ۱۰ صورت این در است.

کنید. فرض مجتمع ها بقیه از iام مجتمع بودن جدا را ci خاصیت ۱ ≤ i ≤ ۵ ،i هر برای دارد. وجود
داریم: است. مساله Nجواب = N (c̄۱, c̄۲, c̄۳, c̄۴, c̄۵) صورت این در

N (ci) = ۲۶ S۱ =

(
۵
۱

)
× ۲۶

N (ci, cj) = ۲۳ S۲ =

(
۵
۲

)
× ۲۳

N (ci, cj , ck) = ۲۱ S۳ =

(
۵
۳

)
× ۲۱

N (ci, cj , ck, cl) = ۲۰ S۴ =

(
۵
۴

)
× ۲۰

N (c۱, c۲, c۳, c۴, c۵) = ۲۰ S۵ =

(
۵
۵

)
× ۲۰

نتیجه در

N =

۵∑
r=۰

(−۱)rSr

= ۲۱۰ −
(
۵
۱

)
۲۶ +

(
۵
۲

)
۲۳ −

(
۵
۳

)
۲۱ +

(
۵
۴

)
× ۲۰ −

(
۵
۵

)
۲۰

= ۷۶۸.

از: است عبارت باشند جدا بقیه از مجتمع دو دقیقاً که راه هایی تعداد

E۲ = S۲ −
(
۳
۱

)
S۳ +

(
۴
۲

)
S۴ −

(
۵
۳

)
S۵

= ۸۰− ۳× ۲۰ + ۶× ۵− ۱۰× ۱ = ۴۰.

از: است عبارت باشند جدا بقیه از مجتمع دو حداقل که راه هایی تعداد همچنین

L۲ = S۲ −
(
۲
۱

)
S۳ +

(
۳
۱

)
S۴ −

(
۴
۱

)
S۵

= ۸۰− ۲× ۲۰ + ۳× ۵− ۴× ۱ = ۵۱.

گراف های تعداد ͬ توان م مساله این حل با دهد. انجام را مشابهͬ شمارش های ͬ تواند م علاقمند خواننده
♢ کنید). نگاه را چهارم (فصل شمرد را راس n با همبند

٣ . ٣ تمرین



شمارش اصول ٧۶

DOG و CAT رشته های شامل که کنید پیدا را انگلیسͬ الفبای حرف ٢۶ جایͽشت های تعداد . ١
نیستند.

شرط با فرمول آیا بیابید. |A ∩ B| و |B| ،|A| حسب بر |A − B| محاسبه برای فرمولͬ . ٢
باشند هم از جدا مجموعه دو B و A اگر چطور؟ A ⊆ B شرط با ͬ شود؟ م ساده تر B ⊆ A

چطور؟

نامساوی . ٣
|A ∪B ∪ C| ≤ |A ∪B|+ |A ∪ C|,

آوردن با صورت این غیر در کنید. ثابت را آن است درست نامساوی این اگر بͽیرید. نظر در را
کنید. رد نقض مثال ͷی

نامساوی مورد در را سوم سوال خواسته های . ۴

|A ∪B ∪ C| ≤ |A ∪B|+ |A ∪ C| − |A ∩B ∩ C|,

دهید. پاسخ

نامساوی A۱, A۲, . . . , An دلخواه مجموعه های برای دهید نشان . ۵

|A۱ ∪A۲ ∪ · · · ∪An| ≤ |A۱|+ |A۲|+ · · ·+ |An|,

یعنͬ باشند، هم از جدا دو به دو مجموعه ها این که است برقرار زمانͬ تساوی و است برقرار
.Ai ∩Aj = ∅ ،i ̸= j که i, j هر برای

ناحیه از نفر ٧٠ پا، ناحیه از نفر ٨۵ دست، ناحیه از نفر ٨٠ رزمنده، ١٠٠ میان از نبرد، ͷی در . ۶
شده اند زخمͬ بدن ناحیه چهار از نفر چند حداقل اند. شده زخمͬ گوش ناحیه از نفر ٧۵ و چشم

کنید)؟ استفاده ۵ مساله (از

است. عضوی n مجموعه ͷی X کنید فرض . ٧

است. n! ،X مجموعه روی ͷی به ͷی و پوشا توابع تعداد دهید نشان (آ)

f ثابت نقطۀ را x ∈ X باشد، X مجموعه روی ͷی به ͷی و پوشا تابع ͷی f اگر (ب)
نشان nofix(n) با را ندارند ثابت نقطۀ که توابعͬ تعداد باشد. f(x) = x هرگاه گویند
مشخص ندارند ثابت نقطۀ که را تابع دو این .nofix(۳) = ۲ مثال، عنوان به دهید.

کنید.
کنید. مشخص ۱ ≤ n ≤ ۴ برای را nofix(n) (ج)

بیابید. nofix(n) برای کلͬ فرمول (د)

در است. موجود Y به X از پوشا تابع ٣۶ که طوری هستند مجموعه دو Y و X کنید فرض . ٨
گفت؟ ͬ توان م چه |Y | و |X| مورد

افراز مثال عنوان به بͽیرید. نظر در هم از جدا مجموعۀ سه به {۱,۲, . . . ,۷} مجموعۀ از افرازی . ٩
مجموعۀ به مجموعه این روی را f تابع بͽیرید. نظر در را {{۱,۲,۳}, {۴,۵}, {۶,۷}}

صورت به B = {۱,۲,۳}

f(۱) = f(۲) = f(۳) = ۱, f(۴) = f(۵) = ۲, f(۶) = f(۷) = ۳,

بͽیرید. نظر در



٧٧ طرد و شمول اصل

است. پوشا f تابع دهید نشان (آ)
است. ۳! = ۶ ،f نوع از توابعͬ تعداد دهید نشان (ب)

تعداد ،{۱,۲,۳, . . . , n} مجموعۀ از عضوی m افراز هر دهید نشان کلͬ حالت در (ج)
ͬ کند. م تعریف {۱,۲,۳, . . . ,m} مجموعۀ به مجموعه این از پوشا تابع m!

دو به دو مجموعه m به {۱,۲,۳, . . . , n} مجموعۀ افرازهای تعداد S(n,m) کنید فرض . ١٠
دهید: نشان است. متمایز

S(n,m) =
۱
m!

onto(n,m),

عضوی m مجموعه ͷی به عضوی n مجموعۀ ͷی از پوشا توابع تعداد onto(n,m) آن در که
است.

کس هیچ این که احتمال دهید نشان ͬ کنیم. م توزیع خودشان بین را دانشجو n نوشته های دست . ١١

است. ۱
e

برابر n→∞ وقتͬ نکند، دریافت را خود نوشتۀ دست

دهید. نمایش شطرنجͬ صفحۀ نمودار صورت به را ٣۵١۴٢ جایͽشت . ١٢

که طوری به داد آرایش ۵ × ۵ شطرنجͬ صفحۀ ͷی در را رخ مهره ۵ ͬ توان م طریق چند به . ١٣
دقیقاً حالت چند در ندارد؟ قرار اصلͬ قطر روی مهره ای حالت چند در نکنند؟ تهدید را همدیͽر
دارد؟ قرار اصلͬ قطر روی مهره ͷی حداقل حالت چند در دارد؟ قرار اصلͬ قطر روی مهره ͷی

ظاهر ٧٨ و ۵۶ ،٣۴ ،١٢ ارقام آنها در که بیابید را ۱,۲, . . . ,۸ اعداد از جایͽشت هایی تعداد . ١۴
ͬ شوند. نم

معادلۀ چهار هر در که طبیعͬ اعداد تمامͬ تعداد . ١۵

۷[x] = [۷x], [۷x] = ۷, , [۷x+ ۷] = x+ ۷, [x+ ۷] = [x] + ۷.

کنید.) استفاده طرد و شمول اصل از (راهنمایی: بیابید. را ͬ کنند م صدق

جایزه ای هیچ نفر دو که طوری به کرد توزیع نفر ۴ بین را جایزه ١٠ ͬ توان م روش چند به . ١۶
نگیرند؟

در که طوری به داد قرار هم کنار ردیف ͷی در را z سه و y سه ،x سه ͬ توان م طریق چند به . ١٧
نشود؟ ظاهر xyz حالت هیچ

هستند؟ ababab صورت به آن ارقام که دارند وجود رقمͬ شش تلفن شماره چند . ١٨

هستند؟ abcabc صورت به آن ارقام که دارند وجود رقمͬ شش تلفن شماره چند . ١٩

بیابید. را ۴۸ و ۱ بین اول اعداد تعداد طرد، و شمول اصل از استفاده با . ٢٠

روی قبلا́ زن n کنید فرض .(n ≥ ۳) بنشینند میز ͷی دور صندلͬ ۲n روی باید شوهر و زن n . ٢١
M(n, r) کنید فرض است. خالͬ نفر دو بین صندلͬ ͷی تنها که طوری نشسته اند، ͬ ها صندل



شمارش اصول ٧٨

دقیقاً که طوری است، خالͬ ͬ های صندل در مرد n نشستن مختلف حالت های تعداد دهندۀ نشان
دهید: نشان طرد و شمول اصل از استفاده با نشسته اند. خود همسر کنار در مردان از نفر r

M(n, r) =

n∑
k=r

(−۱)k−r

(
k

r

)
۲n

۲n− k

(
۲n− k

k

)
(n− k)!

بͽیرید.) نظر در همسرش راست سمت در iام مرد نشستن را ci خاصیت (راهنمایی:

تعداد دهید نشان طرد و شمول اصل از استفاده با بͽیرید. نظر در را k و n ،r طبیعͬ اعداد . ٢٢
معادلۀ صحیح جواب های

x۱ + x۲ + · · ·+ xn = r,

رابطه از ۰ ≤ xi ≤ k شرط با

m∑
j=۰

(−۱)j
(
n

j

)(
r − (k + ۱)j + n− ۱

n− ۱

)
,

ͬ آید. م دست به

رخ چندجمله ای های ۴ . ٣

به شطرنجͬ صفحه ͷی در رخ مهره های دادن قرار مساله با بی نظمͬ مساله که دیدیم ٢۴ . ٣ مثال در
صفحه اصلͬ قطر روی مهره ها این از هیچ کدام آن، بر افزون و نکنند تهدید را همدیͽر مهره ها که طوری
مسایل از بسیاری بتوان شاید که ͬ شود م موجب را حدسͬ مثال این شد. معادل نگیرند، قرار شطرنجͬ

کرد. متناظر شطرنجͬ صفحه ͷی در رخ مهره های گرفتن قرار مختلف حالت های با را ترکیبیاتͬ
مختلف تعداد برای ͬ توان م آنها از استفاده با که ͬ کنیم م مطرح را چند جمله ای هایی بخش، این در
کرد معین را C مانند صفحه ای در مهره ها این گرفتن قرار مختلف روش های تعداد رخ، مهره های
مولد چندجمله ای های چندجمله ای ها، این ͬ تر کل حالت نکنند. تهدید را یͺدیͽر مهره ها که طوری به

آمد. خواهند پنجم فصل در که هستند

رخ چند جمله ای

rk(C) کنید فرض ،k < m هر برای است. مربع m با دلخواه صفحه ͷی C کنید فرض
یͺدیͽر مهره ها که است C صفحه در رخ مهرۀ k دادن قرار مختلف راه های تعداد دهندۀ نشان

صورت به چندجمله ای نکنند. تهدید را

R(x,C) = r۰(C) + r۱(C)x+ r۲(C)x۲ + · · ·+ rm(C)xm,

ͬ نامیم. م C صفحه روی رخ چند جمله ای را

بیابید. را ۴× ۴ شطرنجͬ صفحه برای رخ چندجمله ای ٢۶ . ٣ مثال



٧٩ رخ چندجمله ای های

ͬ کنیم. م محاسبه ۱ ≤ i ≤ ۱۶ برای را ri(C) ابتدا ͬ نامیم. م C را ۴×۴ شطرنجͬ صفحه : حل
قرار مختلف حالت های تعداد یعنͬ r۰(C) مقدار است. ri(C) = ۰ ،i > ۴ برای که است بدیهͬ
مهره از C صفحه کردن خالͬ ممͺن، حالت تنها زیرا است. ͷی برابر C صفحه در رخ مهره هیچ دادن
C صفحه خالͬ مربع شانزده از ͷی هر در ͬ توان م را مهره ͷی زیرا ،r۱(C) = ۱۶ همچنین است.

داد. قرار
تعداد پس گیرند، قرار مختلف های ستون و سطرها در باید مهره ها چون ،r۲(C) محاسبه برای

انتخاب سطری هرگاه .
(
۴
۲

)
از است عبارت سطر چهار از سطر دو انتخاب مختلف حالت های

مهره دادن قرار برای ولͬ گیرد، قرار سطر این خالͬ خانه چهار از ͷی هر در ͬ تواند م اول مهره شود،
پس: ͬ ماند. م باقͬ مربع سه تنها دیͽر، سطر در دوم

r۲(C) =

(
۴
۲

)
× ۴× ۳ = ۷۲.

ترتیب همین به

r۳(C) =

(
۴
۳

)
× ۴× ۳× ۲ = ۹۶,

r۴(C) =

(
۴
۴

)
× ۴× ۳× ۲× ۱ = ۲۴.

صورت به C صفحه برای رخ چندجمله ای پس

R(x,C) = ۱ + ۱۶x+ ۷۲x۲ + ۹۶x۳ + ۲۴x۴,

♢ است.

نباشد، ممͺن غیر اگر رخ، چندجمله ای یافتن نیستند، n×n استاندارد شͺل به که صفحه هایی در
از ͬͺی است. امͺان پذیر روش هایی با چندجمله ای این کردن پیدا موارد، از بعضͬ در نیست. ساده
هر برای که طوری به است C۱, C۲, . . . , Ck مانند ساده تر صفحه های به C صفحه تجزیۀ روش ها،
صورت، این در نگیرد. قرار Cj جدول ستون یا سطر در Ci جدول از مربعͬ هیچ ،۱ ≤ i, j ≤ k
سه به بعدی شͺل در C جدول مثال، عنوان به ͬ نامند. م «متمایز» را C۱, C۲, . . . , Ck جدول های

ͬ شود. م ͷتفکی C۱, C۲, C۳ جدول

C۱

{
C۲

{

C۳


صفحات به را شطرنجͬ صفحه بتوان وقتͬ رخ، چندجمله ای کردن پیدا برای را روشͬ بعدی قضیه

ͬ کند. م ارائه کرد، افراز متمایز



شمارش اصول ٨٠

چندجمله ای آنگاه باشد. شده Bتشͺیل مجزایAو قسمت دو Cاز شطرنجͬ صفحه اگر ٣ . ٧ قضیه
ͬ آید. م دست به B و A قسمت های برای رخ چندجمله ای های ضرب از ،C برای رخ

در باقیمانده مهره k − t و A قسمت در مهره t ͬ گیرند، م قرار C صفحه روی مهره k وقتͬ برهان:
مهره t دادن قرار مختلف حالت های که rt(A) چون .۰ ≤ t ≤ k آن در که ͬ گیرند م قرار B قسمت
گیرد انجام rk−t(B) یعنͬ ،B ناحیه در مهره k − t جایͽذاری هر برای ͬ تواند م است A قسمت در

پس نیست)، دیͽری مزاحم هیچ کدام B و A (زیرا

rk(C) = r۰(A)rk(B) + r۱(A)rk−۱(B) + · · ·+ rk(A)r۰(B).

ضرب حاصل در xk ضریب تساوی، این راست سمت که باشید داشته )توجه
r۰(A) + r۱(A)x+ r۲(A)x۲ + · · ·

) (
r۰(B) + r۱(B)x+ r۲(B)x۲ + · · ·

)
,

ͬ شود. م کامل قضیه اثبات ترتیب، این به و است

است: زیر شͺل مانند متمایز بلوک n شامل C کنید فرض ٣ . ٢٧ مثال

مرتبه n


. . .

بیابید. را C برای رخ چندجمله ای

قضیه بر بنا (چرا). است ۱+۴x+۲x۲ صورت به ۲×۲ بلوک ͷی برای رخ چندجمله ای : حل
صورت به C صفحه برای رخ چندجمله ای ٣ . ٧

R(x,C) = (۱ + ۴x+ ۲x۲)n,

♢ است.

نیست. استفاده قابل گسترده طور به ولͬ است مفید موارد از بسیاری در ٣ . ٧ قضیه از استفاده گرچه
قضیه است. باقͬ خود قوت به مشͺل نیستند ͷتفکی قابل متمایز قسمت های به که صفحه هایی برای

ͬ کنیم. م ارایه را تعریفͬ ابتدا است. مفید کلͬ حالت برای بعدی



٨١ رخ چندجمله ای های

مربع، این شامل ستون و سطر حذف با شود، انتخاب دلخواه به C شطرنجͬ صفحه در مربعͬ اگر
نشان Cs با و نامیده کوچͷ تر» شطرنجͬ «صفحه را آن که ͬ آید م وجود به دیͽری شطرنجͬ صفحه
باقیمانده شطرنجͬ صفحه شود، حذف شده انتخاب مربع فقط ،C شطرنجͬ صفحه در اگر ͬ دهیم. م

ͬ دهیم. م نشان Ce با و نامیده محذوف» شطرنجͬ «صفحه را

Cs صفحه های و کرده انتخاب دلخواه به را مربعͬ است. شده داده C شطرنجͬ صفحه ٣ . ٨ قضیه
رابطۀ صورت این در ͬ دهیم. م تشͺیل را Ce و

R(x,C) = xR(x,Cs) +R(x,Ce),

است. برقرار

امͺان پذیر حالت دو شوند، داده قرار صفحه این روی غیرتهدیدکننده رخ مهره k ≥ ۱ اگر برهان:
است:

k − ۱ باید حالت این در گیرد. قرار شده انتخاب مربع در مهره ها از ͬͺی است ممͺن اول: حالت
است. امͺان پذیر روش rk−۱(Cs) به کار این و باشند داشته قرار Cs در باقیمانده مهره

در مهره k تمامͬ حالت، این در نگیرد. قرار شده انتخاب مربع در مهره ای است ممͺن دوم: حالت
پس است. امͺان پذیر مختلف روش rk(Ce) به کار این و دارند قرار Ce صفحه

rk(C) = rk−۱(Cs) + rk(Ce).

رخ چندجمله ای تعریف به بنا

R(x,C) =

∞∑
k=۰

rk(C)xk = ۱ +

∞∑
k=۱

rk(C)xk

= ۱ +

∞∑
k=۱

[rk−۱(Cs) + rk(Ce)]x
k

= ۱ +

∞∑
k=۱

rk−۱(Cs)x
k +

∞∑
k=۱

rk(Ce)x
k

= xR(x,Cs) +R(x,Ce),

ͬ شود. م اثبات قضیه ترتیب این به و

شطرنجͬ صفحه برای را رخ چندجمله ای ٣ . ٢٨ مثال

r

بیابید.



شمارش اصول ٨٢

داده قرار رخ مهره شده انتخاب مربع داخل فوق شͺل (در ͬ کنیم م انتخاب را وسطͬ مربع : حل
: داریم ٣ . ٨ قضیه بر بنا صورت، این در . است) شده

R(x,C) = xR(x,Cs) +R(x,Ce),

و Cs = و Ce = آن در که

R(x,Cs) = ۱ + ۲x.

صورت به B و A متمایز ناحیه دو به را Ce ناحیه ،٣ . ٧ قضیه بر بنا حال،

A = B =

چون: ͬ کنیم. م ͷتفکی

R(x,A) = ۱ + ۴x+ ۲x۲

R(x,B) = ۱ + x,

بنابراین

R(x,C) = x(۱ + ۲x) + (۱ + x)(۱ + ۴x+ ۲x۲)

= ۱ + ۶x+ ۸x۲ + ۲x۳.

ͬ نویسیم: م کنیم، حل نمادی شͺل به را مساله بخواهیم اگر

R(x,C) = xR

( )
+R

( )

= x(۱ + ۲x) +R

( )
R

( )

= x(۱ + ۲x) + (۱ + ۴x+ ۲x۲)(۱ + x)

♢

شطرنجͬ صفحه برای رخ چندجمله ای ٣ . ٢٩ مثال

r

آورید. دست به نمادی شͺل به را



٨٣ رخ چندجمله ای های

مشخص سیاه رخ مهره با شده انتخاب مربع شͺل، (در ͬ دهیم م ادامه و کرده انتخاب را مربعͬ : حل
است). شده

R

( )
= xR

( )
+R

(
■

)

= x(۱ + x) + xR(

( )
+R

( )

= x(۱ + x) + x(۱ + ۲x) +R

( )
R

( )

= x(۲ + ۳x) + (۱ + ۳x+ x۲)(۱ + x)

= ۱ + ۶x+ ۷x۲ + x۳.

♢
شطرنجͬ صفحه ͷی صورت به ͬ توان م را غیر استاندارد شطرنجͬ صفحه ͷی که باشید داشته توجه
پیدا برای روشͬ بعدی قضیه نیست. مجاز مربع ها برخͬ در مهره دادن قرار که گرفت نظر در n × n

ͬ کند. م بیان را صفحاتͬ چنین رخ چندجمله ای کردن

غیر رخ مهره m دادن قرار مختلف حالت های تعداد ،n× n شطرنجͬ صفحه ͷی برای ٣ . ٩ قضیه
با است برابر نگیرند، قرار غیرمجاز مربع در مهره ها از هیج کدام که طوری به کننده، تهدید

m∑
k=۰

(−۱)k(m− k)!rk,

است. غیر مجاز مربع های در کننده تهدید غیر مهره k دادن قرار مختلف حالت های تعداد rk آن در که

روی مهره ها جایͽذاری ͷی کردن صدق کنید فرض طرد، و شمول اصل نمادهای به توجه با برهان:
شده داده قرار غیرمجاز مربع ͷی در iام مهره که است مفهوم این به ،ci خاصیت در شطرنجͬ صفحه
است برابر نگیرد قرار غیرمجاز مربع در مهره ای هیچ که جایͽذاری هایی تعداد صورت، این در است.

با:
n!− [N (c۱) +N (c۲) + · · ·+N (cm)]

+ [N (c۱, c۲) +N (c۱, c۳) + · · ·+N (cm−۱, cm)]− · · ·

تعداد Si آن، در که است (m − ۱)!Si مساوی N (ci) مقدار ،۱ ≤ i ≤ m آن در که i هر برای
قرار غیرمجاز مربع Si از ͷی هر در ͬ تواند م مهره iامین زیرا، است. iام سطر در غیر مجاز مربع های

دیͽر طرف از دارد. وجود متمایز جایͽذاری (m− ۱)! مهره، m− ۱ بقیه برای و گیرد

S۱ + S۲ + · · ·+ Sm = r۱,

بنابراین

N (c۱) +N (c۲) + · · ·+N (cm) = (m− ۱)! [S۱ + S۲ + · · ·+ Sm] = (m− ۱)!r۱.



شمارش اصول ٨۴

ترتیب: همین به

N (c۱, c۲) +N (c۱, c۳) + · · ·+N (cm−۱, cm) = (m− ۲)!r۲.

ͬ شود. م کامل قضیه اثبات استدلال، ادامه با

a, b, c, d, eشغل پنج A,B,C,D,Eبرای اسامͬ به داوطلب نفر پنج کارخانه ͷی مدیر ٣ . ٣٠ مثال
شغل های برای B فرد ترتیب، همین به نیست. مناسب b, c شغل های برای A فرد که ͬ داند م او دارد.
این مدیر نیست. مناسب d شغل برای تنها E فرد و نیستند مناسب b, d, e شغل های برای C فرد ،a, c

دهد؟ تخصیص مناسب داوطلب های برای را شغل ها ͬ تواند م طریق چند به کارخانه

ͬ کنیم. م توصیف زیر شطرنجͬ صفحه با را مساله وضعیت : حل

A

B

C

D

E

a b c d e

ZZ
Z Z

Z ZZ

Z

شغل های برای متناظر افراد بودن نامناسب دهندۀ نشان خورده اند، علامت شͺل این در که مربع هایی
نخورده علامت مربع های از مستقیماً رخ، چندجمله ای کردن پیدا برای است ممͺن هستند. نظر مورد
٣ . ٩ قضیه از که است ساده تر واقع در دارد. نیاز زیادی زمان کار این ولͬ کرد استفاده شطرنجͬ صفحه
کنیم. مشخص خورده علامت مربع های برای را رخ چندجمله ای که است لازم بنابراین کنیم. استفاده

از: است عبارت چند جمله ای این

R

(
■

)
= xR

( )
+R

(
■

)

= x

[
xR

( )
+R

( )]

+R

( )
R

(
■

)



٨۵ رخ چندجمله ای های

پس

R(x,C) = x
[
x(۱ + x) + (۱ + ۳x+ ۲x۲)

]
+ (۱ + x)

xR( )

+R

( )
= x(۱ + ۴x+ ۳x۲)

+(۱ + x)

x(۱ + ۳x+ x۲) + (۱ + x)R

( )
= x(۱ + ۴x+ ۳x۲) +

(۱ + x)
[
x(۱ + ۳x+ x۲) + (۱ + x)(۱ + ۴x+ ۳x۲)

]
= ۱ + ۸x+ ۲۰x۲ + ۱۷x۳ + ۴x۴.

بنابراین
r۰ = ۱, r۱ = ۸, r۲ = ۲۰, r۳ = ۱۷, r۴ = ۴,

جواب تعداد n = ۵ برای و

۵!− ۴!× ۸ + ۳!× ۲۰− ۲!× ۱۷ + ۴ = ۱۸,
♢ است.

۴ . ٣ تمرین
بیابید. ۸× ۸ متعارف شطرنجͬ صفحه برای را رخ چند جمله ای . ١

بنویسید. n× n متعارف شطرنجͬ صفحه برای را رخ چند جمله ای . ٢

بیابید. زیر شطرنجͬ صفحه های برای را رخ چند جمله ای . ٣

ͬ دهیم. م نشان Rn,m(x) با را n×m مستطیلͬ شطرنجͬ صفحه ͷی برای رخ چندجمله ای . ۴
کنید: ثابت

Rn,m(x) = Rn−۱,m(x) +mxRn−۱,m−۱(x).

دهید: نشان همچنین

Rn,m(x) = Rn,m−۱(x) + nxRn−۱,m−۱(x).



شمارش اصول ٨۶

بر شده اند. داده ۱,۲,۳,۴ مختلف رنگ چهار و A,B,C,D,E نام های با لباس نوع پنج . ۵
نیستند. مناسب C و B نوع لباس های برای ١ شماره رنگ که ͬ دانیم م قبلͬ تجربیات اساس
رنگ و E و A نوع لباس های برای ٣ شماره رنگ ،C نوع لباس برای ٢ شماره رنگ همچنین
با را لباس نوع پنج این ͬ توان م طریق چند به نیست. مناسب B نوع لباس برای ۴ شماره
کنید. استفاده رخ چندجمله ای های از دادن پاسخ برای کرد؟ عرضه و تولید مطلوب رنگ های

از ͷی هر در بنامید. p۱, p۲, p۳, p۴ را افراد این دارند. حضور مهمانͬ ͷی در نفر چهار . ۶
خانوادگͬ، روابط بر بنا دارد. وجود خالͬ صندلͬ ͷی تنها نیز T۱, T۲, T۳, T۴, T۵ میزهای

دارد: وجود مهمانͬ در زیر شرایط

بنشیند. T۲ و T۱ میزهای در ͬ خواهد نم p۱ شخص •

بنشیند. T۴ و T۳ میزهای در ͬ خواهد نم p۳ شخص •
بنشیند. T۲ میز در ͬ خواهد نم p۲ شخص •

بنشیند. T۵ و T۴ میزهای در ͬ خواهد نم p۴ شخص •

رخ، چندجمله ای از استفاده با و کرده متناظر مناسبی شطرنجͬ صفحه ͷی صورت به را مساله
کنید. تعیین میز پنج در را نفر چهار این نشستن مختلف حالت های تعداد

کبوتر لانه اصل ۵ . ٣

برای اغلب است، مشهور دریͺله»١ کشویی «اصل یا کفش» جعبه «اصل نام های به که کبوتر لانۀ اصل
است: مفید زیر سوال به پاسخ

سوال:

کنند؟ صدق مشخصͬ خاصیت در که دارند وجود اشیایی آیا

نوعͬ به کبوتر»٢ «لانه کلمه شد. برده کار به اعداد نظریه در دریͺله توسط بار اولین اصل این
تعبیه آن در نامه ها قراردادن برای ͷکوچ چوبی افرازهای که ͬ شود م گفته قدیمͬ تحریر میزهای

شده است.
اشیایی چنین وجود تنها رود، کار به موفقیت آمیزی طور به کبوتر لانۀ اصل اگر که باشید داشته توجه
از ساده ای شͺل ͬ کند. نم بیان آنها تعداد یا و اشیا این کردن پیدا روش مورد در چیزی و ͬ کند م ثابت را

است: چنین اصل این

اول: شͺل ‐ کبوتر لانۀ اصل

کبوتر ͷی از بیش لانه ها از تعدادی آنگاه ،k < n اگر ͬ گیرند. م قرار لانه k در کبوتر n
دارند.

لانه هر آنگاه نباشد، برقرار اصل این اگر شود. مͬ ثابت خلف برهان به اغلب اصل این درستͬ
کبوتر n وجود و n > k فرض با که دارد وجود کبوتر k حداکثر بنابراین، و دارد کبوتر ͷی حداکثر

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)١
pigeonhole٢



٨٧ کبوتر لانه اصل

ͬ کند نم ارایه دارند کبوتر دو حداقل که لانه هایی دربارۀ اطلاعاتͬ اصل این که کنید دقت است. متناقض
ͬ کند. م تایید را لانه هایی چنین وجود تنها و

تعبیر چͽونه لانه ها و کبوتر ها نقش که گرفت تصمیم باید مسایل، حل در اصل این از استفاده در
کنید. توجه بعدی مثال به بیشتر توصیف برای ͬ شوند. م

آنها خانوادگͬ نام و مهدی و رضا احمد، آنها اسامͬ که شده اند وارد اتاقͬ به نفر ده ٣ . ٣١ مثال
یͺسانͬ خانوادگͬ نام و نام نفر ده این از نفر دو حداقل دهید نشان است. رضایی و رسولͬ محمدیان،

دارند.

به را اسامͬ و کبوتر عنوان به را افراد اگر دارد. وجود متمایز اسامͬ تولید برای امͺان ٩ تنها : حل
نفر دو حداقل به (لانه ها) اسامͬ از بعضͬ کبوتر، لانۀ اصل بر بنا آنگاه کنیم، فرض کبوتر لانه منزلۀ
♢ ͬ شود. م داده نسبت (کبوترها)

دوم: شͺل ‐ کبوتر لانه اصل

آن گا ه ،|X| ≥ |Y | و باشد Y متناهͬ مجموعه به X متناهͬ مجموعه ͷی از تابع ͷی f اگر
.x۱ ̸= x۲ که حالͬ در f(x۱) = f(x۲) داریم x۱, x۲ برخͬ برای

مجموعه و کبوتر ها مجموعه جای Xبه مجموعه دادن قرار با ͬ توان م را کبوتر لانه اصل از شͺل این
ͬ دهیم. م نسبت f(x) لانه به را x کبوتر تعبیر، این با برگرداند. اول شͺل به لانه ها مجموعه جای به Y
کبوترها مجموعه به x۱ ̸= x۲ شرط با x۱, x۲ کبوتر دو حداقل کبوتر، لانه اصل اول شͺل بر بنا

.f(x۱) = f(x۲) یعنͬ ͬ شوند، م داده نسبت لانه ͷی به که هستند متعلق

دارند وجود جمع این در نفر دو حداقل دهید نشان شده اند. جمع سالن ͷی در نفر بیست ٣ . ٣٢ مثال
است. مساوی مجلس این در آنها دوستان تعداد که

ai تعداد iام، نفر برای کنید فرض ͬ دهیم. م نشان ۱,۲, . . . ,۲۰ شماره های با را نفر بیست : حل
مجموعه از تابعͬ ͬ شود. م انتخاب {۰,۱, . . . ,۱۹} مجموعه از ai دارد. وجود جمع این در دوست
کبوتر لانه اصل از استفاده هنوز ولͬ ͬ شود. م تعریف بودن دوست رابطه اساس بر {۱,۲, . . . ,۲۰}
ندارد قرار تابع این مقادیر حوزه در همزمان طور به ۱۹ و ۰ که است واضح (چرا؟). نیست امͺان پذیر
{۱,۲, . . . ,۱۹} یا {۰,۱,۲, . . . ,۱۸} مجموعه  دو از ͬͺی تابع این مقادیر حوزه بنابراین، (چرا؟).
به دارند وجود i ̸= j شرط با aj و ai مقدار دو حداقل کبوتر، لانه اصل دوم شͺل به توجه با است.
♢ .ai = aj که طوری

برای دانشجو ۱۵۱ و شده اند شماره گذاری ۳۰۰ تا ۱ از ͬ ها صندل امتحانات، تالار در ٣ . ٣٣ مثال
ͬ نشینند. م مجاور ͬ های صندل در دانشجو دو حداقل دهید نشان ͬ شوند. م تالار وارد امتحان در شرکت

شͺل به دانشجویان نشستن برای شده انتخاب ͬ های صندل کنید فرض : حل

c۱, c۲, . . . , c۱۵۱,

با همراه اعداد این هستند.
c۱ + ۱, c۲ + ۱, . . . , c۱۵۱ + ۱,

لانه اصل دوم شͺل بر بنا است. ۳۰۱ آنها حداکثر و ۱ آنها حداقل که هستند عدد ۳۰۲ هم روی
و i که است این تساوی این برای ممͺن حالت تنها و مساویند عدد ۳۰۲ این از عدد دو حداقل کبوتر،
ͬ شود. م برآورده مساله خواسته ترتیب این به .ci = cj +۱ که طوری به باشند داشته وجود متمایزی j

♢



شمارش اصول ٨٨

از ͬͺی کالا هر مقابل در و بوده موجود انبار ͷی کالاهای فهرست در کالا ٨٠ اسم ٣۴ . ٣ مثال
کالاهای از قلم ۴۵ تنها انبار این در اگر است. شده نوشته نیست» «موجود یا است» «موجود جمله های
انبار در که دارند، وجود فهرست این از کالا قلم دو حداقل که دهید نشان باشند، موجود شده فهرست

است. ٩ فهرست این در آنها ردیف شماره اختلاف و بوده موجود

۴۵ ١و بین عددی i آن در که است انبار در موجود i کالای ردیف شماره ai کنید فرض : حل
بͽیرید: نظر در را زیر اعداد است.

a۱, a۲, . . . , a۴۵
a۱ + ۹, a۲ + ۹, . . . , a۴۵ + ۹

۹۰ این از عدد دو حداقل کبوتر، لانه اصل دوم شͺل بر بنا (چرا). است ٨٩ تا ١ بین اعداد این مقادیر
که طوری به دارند وجود aj و ai اعداد ،j و i برخͬ برای حداقل بنابراین مساویند. هم با عدد

ai = aj + ۹ ⇒ ai − aj = ۹,

♢ است. مثال خواسته این که

سوم: شͺل ‐ کبوتر لانه اصل

|X| = n و است Y متناهͬ مجموعه روی به X متناهͬ مجموعه از تابع ͷی f کنید فرض
موجودند x۱, x۲, · · · , xk ∈ X مقدار k حداقل صورت این در .k =

⌈
n
m

⌉
و |Y | = m و

که طوری به
f(x۱) = f(x۲) = · · · = f(xk).

k−۱ حداکثر صورت این در است. نادرست حͺم و Y = {y۱, y۲, . . . , ym} کنید فرض برهان:
m(k − ۱) حداکثر بنابراین، .۱ ≤ j ≤ m و f(x) = yj که طوری به موجودند x ∈ X مقدار

ولͬ دارند. وجود f تابع تعریف حوزه در عضو

m(k − ۱) = m
⌊ n
m

⌋
< m

n

m
= n,

است. برقرار قضیه حͺم پس است. تناقض ͷی که

بیͽانه اند هم با نفر سه یا هستند دوست هم با نفر سه یا نفری، ۶ گروه ͷی در دهید نشان ٣۵ . ٣ مثال
باشند!). برقرار نیز حالت دو هر است (ممͺن

زوج پنج از ͷی هر ͬ کنبم. م نام گذاری p۱, p۲, . . . , p۶ را افراد : حل

(p۱, p۲), (p۱, p۳), (p۱, p۴), (p۱, p۵), (p۱, p۶),

تعداد حداقل کبوتر، لانه اصل سوم شͺل از استفاده با دارند. را بودن بیͽانه یا دوست بودن صفت
مانند زوج سه یعنͬ هستند، هم صفت آنها از زوج

⌈۵
۲
⌉
= ۳

(p۱, pi), (p۱, pj), (p۱, pk),



٨٩ کبوتر لانه اصل

سه، هر کنید فرض بودن. بیͽانه صفت یا و دارند بودن دوست صفت زوج سه هر که هستند موجود
زوج سه از ͷی هر اگر دارند. بودن دوست صفت

(pi, pj), (pi, pk), (pj , pk),

برقرار حͺم و هستند دوست هم با نیز pi با همراه نفر دو هر آنگاه ، باشند داشته بودن دوست صفت
♢ بیͽانه اند. هم با فوق زوج های از نفر سه هر صورت، این غیر در است.

تمرین٣ . ۵

m و بوده {۱,۲, . . . ,۲n + ۱} مجموعه از عضوی n + ۲ مجموعه ͷی X کنید فرض . ١
که طوری به موجودند X در j و i مانند اعدادی دهید نشان است. X عضو بزرگ ترین

.i+ j = m

زیردنباله ای دهید نشان بͽیرید. نظر در را متمایز عدد n۲ + ۱ از a۱, a۲, . . . , an۲+۱ دنبالۀ . ٢
است. موجود دنباله این از عضوی n+ ۱ نزولͬ اکیداً یا صعودی اکیداً

وجود نفر دو حداقل است، صحیح اعداد آنها همه سن که نفری ده گروه ͷی در دهید نشان . ٣
است. ١۶ از مضربی آنها، سن مجموع یا آنها سن اختلاف که دارند

ͬ شوند. م تکرار اعداد از بلوکͬ گویا، عدد ͷی اعشاری بسط در دهید نشان . ۴

دلخواه ترتیب به زمین وسط دایره دو ١٢ تا ١ از پیراهن شماره با بسͺتبال بازیͺن دوازده . ۵
شماره مجموع که طوری به دارند وجود مجاور بازیͺن سه حداقل دهید نشان ایستاده اند.

است. بیست از بیش آنها پیراهن های

شماره مجموع برای برآوردی شوند، گرفته نظر در مجاور بازیͺن چهار تعداد اگر قبلͬ، تمرین در . ۶
کنید. ثابت را خود ادعای و بیابید آنها پیراهن

و بوده X روی به X = {۱,۲, . . . , n} مجموعه از ͷی به ͷی تابع ͷی f کنید فرض . ٧
j و i متمایز اعداد دهید نشان است. مرتبه k تعداد به f تابع ترکیب fk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f
است. برقرار f i(x) = f j(x) رابطه ،x ∈ X مقادیر تمامͬ برای که طوری به هستند موجود
fk(x) = x رابطه x ∈ X هر برای و k مانند مثبت و صحیح عددی برای دهید نشان همچنین

است. برقرار

سیاه رنگ دو از ͬͺی با مربع هر که است شده داده اندازه هم مربع ۲۷ شامل ۳×۹ شبͺه ͷی . ٨
به (نه غیر بدیهͬ مستطیل ͷی شامل صفحه این دهید نشان است. شده  آمیزی رنگ سفید یا

هستند. رنگ هم آن گوشۀ چهار هر که است (k × ۱ یا ۱× k صورت

زرد و آبی قرمز، رنگ سه از ͬͺی به آنها از کدام هر و گرفته قرار ۴×۱۹ آرایه ͷی در نقطه ٧۶ . ٩
هستند. همرنگ آن راس چهار که دارد وجود غیربدیهͬ مربعͬ دهید نشان است.

داده قرار دلخواه ترتیب به دایره ͷی محیط در صفر عدد q تعداد و ͷی عدد p تعداد کنید فرض . ١٠
صدق p ≥ kq رابطۀ در که هستند مثبتͬ صحیح اعداد k و q ،p عدد سه که طوری به شوند

است. ͷی متوالͬ عدد k شامل دلخواه، ترتیب هر کنید ثابت ͬ کنند. م

از دهید نشان شده اند. انتخاب دلخواه به عدد ۵١ ،{۱,۲,۳, . . . ,۹۹,۱۰۰} اعداد بین از . ١١
هم به (نسبت ندارند مشترک اول عامل که دارند وجود عدد دو حداقل شده، انتخاب اعداد این

هستند). اول



شمارش اصول ٩٠

شده اند. انتخاب دلخواه به عدد ۵١ ،{۱,۲,۳, . . . ,۹۹,۱۰۰} اعداد بین از ا˚ردوش٣) (قضیه . ١٢
قسمت قابل دیͽری بر ͬͺی که دارند وجود عدد دو حداقل شده، انتخاب اعداد این از دهید نشان

است.

رابطه در که هستند موجود b و a مانند عدد دو حقیقͬ، عدد ٩ هر بین در کنید ثابت . ١٣

۰ <
a− b

۱ + ab
<
√

۲− ۱

ͬ کنند. م صدق

زیرمجموعه دو دهید نشان شده اند. انتخاب {۱,۲, . . . ,۹۹,۱۰۰} مجموعه از عدد یازده . ١۴
زیرمجموعه، دو آن اعداد مجموع که طوری دارند وجود عضوی ١١ مجموعه این از هم از جدا

است. مساوی

پاره خطͬ کنید ثابت بͽیرید. نظر در بعدی سه فضای در صحیح مختصات با متمایز نقطه نُه . ١۵
صحیح مختصات با نقطه ای و شده اند انتخاب نقطه ٩ این از آن انتهایی نقاط که دارد وجود

دارد. وجود خط پاره این روی

است. کامل مربع که دارد وجود عدد این ارقام از دنباله ای رقمͬ، ١۶ عدد ͷی در دهید نشان . ١۶

نشان ͬ کنند. م صحبت مختلف زبان پنج به که کرده اند شرکت ریاضیدان ١٧ کنفرانس، ͷی در . ١٧
ͬ کنند. م صحبت زبان ͷی به نفر ١٧ از نفر چهار حداقل دهید

پنج این از نقطه دو حداقل دهید نشان ͬ شوند. م انتخاب ٢ طول به مربع ͷی درون در نقطه پنج . ١٨
دارند. قرار یͺدیͽر از

√
۲ از کمتر فاصله به نقطه

Paul Erdös (1913 – 1996)٣



۴ فصل

گراف

این در شد. ارائه گونیسبرگ١ پل مساله برای حلͬ راه طرح با اویلر توسط ١٧٣۶ سال در گراف مفهوم
پایان در و کرده بررسͬ را خاصͬ گراف های سپس ͬ شویم. م آشنا گراف مقدماتͬ مفاهیم با ابتدا فصل
منابع از ͬ توانند م گراف نظریه به علاقمندان ͬ کنیم. م ملاحظه را گراف نظریه از عملͬ کاربردهای برخͬ

کنند. مراجعه [٨ ،۶] مانند ͬ تر تخصص

سازی متعارف ١ . ۴

ͬ نامند. م گراف ͷی را G = (V,E) زوج هستند؛ E ⊆ V ×V و ناتهͬ مجموعه ͷی V کنید فرض
را آن عضو هر و یال ها مجموعه را E مجموعه و راس، ͷی را آن عضو هر و راس ها مجموعه را V
یال و ͬ نامند م جهت دار گراف را گراف باشد، مهم راس ها گرفتن قرار ترتیب اگر ͬ گویند. م یال ͷی
جهت بدون را گراف صورت، این غیر در ͬ دهند. م نشان e = (v۱, v۲) با را v۲ راس به v۱ راس از

ͬ دهند. م نمایش e = {v۱, v۲} با را v۲ راس به v۱ راس از یال و ͬ نامند م

کنید فرض ١ . ۴ مثال

V = {a۱, a۲, a۳, a۴, a۵} ,
E = {(a۱, a۱), (a۱, a۲), (a۱, a۴), (a۱, a۳)} .

♢ است. جهت دار گراف ͷی G = (V,E) زوج صورت، این در

کنید فرض ٢ . ۴ مثال

V = {۱,۲,۳,۴} ,
E = {{۱,۲} , {۱,۳} , {۱,۴} , {۲,۴}} .

♢ است. جهت بدون گراف ͷی G = (V,E) زوج صورت، این در

Königsberg١
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٢ . ۴ و ١ . ۴ مثال های گراف تصویری نمایش :١ . ۴ شͺل

را صفحه از نقطه ای راس هر به کار، این برای داد. نمایش هندسͬ شͺل به ͬ توان م را گراف هر
ͬ کنیم. م وصل هم به خطͬ با را متناظر راس دو باشد، موجود راس دو بین یالͬ اگر و ͬ کنیم م متناظر
گراف های  هندسͬ نمایش ͬ کنیم. م مشخص فلش با را جهت این باشد، جهت دار گراف که صورتͬ در

شده اند. رسم ۴ . ١ شͺل در ٢ . ۴ و ١ . ۴ مثال های در شده ارائه
باشند؛ شده وصل هم به یالͬ با هرگاه گویند مجاور را G = (V,E) گراف از v و u راس دو
ͬ کنند م وصل هم به را v و u راس دو e یال گویند صورت این در باشد. E در یالͬ e = (u, v) یعنͬ
که حالͬ در هستند مجاور ۴ و ۱ راس دو ،٢ . ۴ مثال در دارند). قرار e یال روی v و u (راس های

نیستند. مجاور ۴ و ۳ راس های
یالͬ به همچنین گویند. موازی را یال ها آن باشد، داشته وجود یال ͷی از بیش راس دو بین هرگاه
متصل خودش به را a راس که یالͬ ،١ . ۴ مثال در ) گویند طوقه کند وصل خودش به را راس ͷی که
ساده گراف را آن باشد؛ نداشته وجود طوقه و موازی یال های گرافͬ در اگر کنید). ملاحظه است کرده
صحبت ساده گراف های درباره فصل این در ͬ نامند. م چندگراف را آن صورت این غیر در ͬ گویند. م

شود. تصریح که آن مͽر ͬ کنیم م

مرتبه از گراف ͷی ͬ نامند. م گراف اندازه را آن یال های تعداد و مرتبه را گراف ͷی راس های تعداد
ͬ نامند. م ,p)‐گراف q) باشد) مهم آن اندازه و مرتبه (اگر را q اندازه و p

صورت به را N (v) ͬͽهمسای ،G = (V,E) گراف از v راس برای

N (v) = {u ∈ V | {u, v} ∈ E} ,

ͬ دهند. م نشان deg v با و نامیده v راس درجه را N (v) ͬͽهمسای اعضای تعداد ͬ کنند. م تعریف
گرافͬ اگر است. برابر دارد؛ قرار آنها روی راس آن که یال هایی تعداد با راس هر درجه که است واضح
هر برای که است واضح ͬ گیریم. م نظر در دو درجه از را طوقه هر روی واقع راس باشد، داشته طوقه

نامساوی ساده، گراف ͷی در v راس

۰ ≤ deg v ≤ p− ۱,

انتهایی راس را آن باشد ͷی آن درجه اگر و منفرد را راس آن باشد صفر راسͬ درجه اگر است. برقرار
راس ،١ . ۴ مثال در ͬ نامند. م معلق یال را معلق راس با متناظر یال صورت این در گویند. معلق راس یا

هستند. معلق a۳, a۴ راس های و منفرد راس a۵
اساس این بر آن اثبات ͬ کند. م صحبت گراف ͷی راس های درجه های مجموع مورد در بعدی قضیه

ͬ شود. م شمارش بار دو راس ها درجه های مجموع محاسبه در یال هر که است استوار



٩٣ سازی متعارف

دادن دست قضیه

آنگاه باشد، V = {v۱, v۲ . . . , vp} اگر بͽیرید. نظر در را q اندازه و p مرتبه از G گراف

p∑
i=۱

deg vi = ۲q.

هم با همه نیست (لازم دهند دست هم با دو به دو و باشند داشته حضور نفر p مهمانͬ ͷی در اگر
است. زوج ͬ کنند، م برخورد هم به که دست هایی تعداد صورت این در دهند) دست

است. زوج G = (V,E) گراف در فرد درجه از راس های تعداد ٣ نتیجه

آنگاه هستند. فرد و زوج درجه از راس های مجموعه ترتیب به Vo و Ve کنید فرض ∑برهان:
v∈V

deg v =
∑
v∈Ve

deg v +
∑
v∈Vo

deg v = ۲q,

بنابراین است. G مرتبه q آن در ∑که
v∈Vo

deg v = ۲q −
∑
v∈Ve

deg v = ۲k,

ͬ کند. م کامل را برهان این و

دو گویند. مجاور یال های را آنها باشند داشته مشترکͬ راس G = (V,E) گراف در یال دو اگر
هستند. مجاور هم با ٢ . ۴ مثال در {۲,۴} و {۱,۴} یال

از منظم گراف باشد. r راس هر درجه هرگاه گویند r درجه از منظم را G = (V,E) گراف
شده اند. آورده ۴ . ٢ شͺل در سه و دو درجه های از منظم گراف تعدادی و ͷی صفر، درجه های

از کامل گراف باشند. مجاور آن دلخواه راس دو هر هرگاه گویند کامل را n مرتبه از گراف ͷی
گراف ͷی گراف، این و بوده n − ۱ راس هر درجه صورت این در ͬ دهند. م نشان Kn با را n مرتبه
۴ . ٣ شͺل در است. m = n(n−۱)

۲ راس، n با کامل گراف یال های تعداد است. n)‐منظم − ۱)
شده اند. رسم K۵ و K۴ ،K۳ کامل گراف های

V = V آن در که است گرافͬ ͬ دهند؛ م نشان G = (V ,E) با را آن که G(V,E) گراف متمم
متمم و G گراف از نمونه ای ۴ . ۴ شͺل در .(u, v) ̸∈ E اگر فقط و اگر دارد قرار E در (u, v) یال و

است. شده آورده G آن

دو به را گراف راس های مجموعه بتوان کنید فرض بͽیرید. نظر در را G = (V,E) گراف
ͷی به را V۱ مجموعه از راس ͷی G از یال هر که طوری به کرد افراز V۲ و V۱ هم از جدا مجموعه
یالͬ V۲ راس های بین همچنین و V۱ راس های بین دیͽر عبارت به کند. وصل V۲ مجموعه از راس

ͬ دهند. م نشان G(V۱, V۲) با و نامیده دوبخشͬ گراف را گرافͬ چنین نباشد. موجود
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K۵ و K۴ ،K۳ کامل گراف های :٣ . ۴ شͺل



٩۵ سازی متعارف

•a•b

•c •d

•a•b

•c •d

G G

= ”””a۵”−”a۶””a۶”−”a۷””a۷”−”a۸””a۶”−”a۸””b۱”−”b۳””b۱”−”b۴”

G آن متمم و G گراف های :۴ . ۴ شͺل
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دوبخشͬ گراف از نمونه هایی :۵ . ۴ شͺل

ندارد. وجود یالͬ V۲ در راس هر به V۱ در راس هر از لزوماً دوبخشͬ گراف ͷی در که ͬ کنیم م تاکید
که ͬ دهند م Km,nنشان با و نامیده کامل دوبخشͬ گراف را حاصل گراف افتد، اتفاق حالتͬ چنین اگر
دوبخشͬ گراف های از نمونه دو ۴ . ۵ شͺل در است. V۲ اعضای تعداد n و V۱ اعضای تعداد m آن در
را ۴ . ۶ (شͺل ͬ نامند م ستاره ای گراف را K۱,m−۱ = Sm نوع از دوبخشͬ گراف ͷی شده اند. ارائه

کنید). نگاه

با و ͬ نامند م k‐مͺعب را آنها که دارند وجود جالبی گراف های دوبخشͬ، گراف های بین در ٣ . ۴ مثال
(a۱, a۲, . . . , ak)تایی‐k با متناظر آن راس های که است گرافͬ ،Qk k‐مͺعبِِِِِِ ͬ دهند. م Qkنشان

k‐تایی دو اگر فقط و اگر دارد وجود یال ͷی راس دو بین است. صفر یا ͷی ai هر آن در که است
ͬ دهد. م نشان را ۴ ‐مͺعب و ۳‐مͺعب گراف دو ۴ . ٧ شͺل باشند. متمایز مولفه ͷی در فقط متناظر
k‐مͺعب ها است. k درجه از منظم گراف ͷی که دارد یال k۲k−۱ و راس ۲k k‐مͺعب هر
بار اولین که هستند گری٢ کدهای کدگذاری، نظریه در آن کاربردهای جمله از دارند زیادی کاربردهای

.[١۴] شد استفاده کابلͬ تلویزیون های در داده ها انتقال برای
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راست) (سمت ۴ ‐مͺعب گراف و چپ) (سمت ٣ ‐مͺعب گراف :٧ . ۴ شͺل



٩٧ سازی متعارف
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گراف دو مجموع :٩ . ۴ شͺل

دیͽر گراف های روی از گراف ساختن

گراف ͷی روی از ساختن یا و شده داده گراف دو روی از جدید گراف ساختن برای مختلفͬ روش های
ͬ کنیم. م مرور را مختلف روش چند جا این در دارد. وجود

در که بͽیرید نظر در را G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) گراف های گراف دو اجتماع . ١
داده نشان G۱ ∪G۲ با که گراف دو این اجتماع هستند. هم از جدا مجموعه دو V۲ و V۱ آنها
است E۱ ∪E۲ آن یال های مجموعه و V۱ ∪V۲ آن راس های مجموعه که است گرافͬ ͬ شود م

کنید). نگاه را ۴ . ٨ (شͺل

مجموع اند. شده داده G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) گراف های گراف دو مجموع . ٢
بوده آن راس های مجموعه V۱ ∪ V۲ آن در که ͬ شود م داده نشان G۱ ⊕G۲ نماد با گراف دو
V۲ راس هر به را V۱ راس هر که است یال هایی همراه به E۱ ∪ E۲ آن یال های مجموعه و

کنید). نگاه را ۴ . ٩ (شͺل ͬ کند م وصل

را ͬ آید م دست به G گراف از e یال حذف از که گرافͬ یال ها) از (مجموعه ای یال ͷی حذف . ٣
یال، ͷی حذف در که است ذکر به لازم کنید). نگاه را ۴ . ١٠ (شͺل ͬ دهیم م نشان G− e با
برای G− F نماد باشد، یال ها از زیرمجموعه ای F اگر ͬ شوند. نم حذف آن متناظر راس های
برای ͬ ماند. م باقͬ G گراف از F در واقع یال های حذف از که ͬ رود م کار به گرافͬ دادن نشان



گراف ٩٨

•a

•b

•c

•d

•e

•a

•b

•c

•d

•e

G G− e

ooo
ooo

ooo
o

OOOOOOOOOO

e

ooo
ooo

ooo
o

OOOOOOOOOO

.e یال حذف از حاصل گراف :١٠ . ۴ شͺل

•x •y•t

•v •w
������������� ??

??
??

??
??

??
? ������������� ??

??
??

??
??

??
?

.۴ . ۴ مثال در G(V,E) گراف :١١ . ۴ شͺل

از تعدادی حذف با معادل را G گراف از F حذف ͬ توان م یال ها، حذف از کاربردی توصیف
گرفت. نظر در شهر ͷی خیابان های شبͺه از ارتباطͬ خیابان های

این در است. شده داده ۴ . ١١ شͺل صورت به G = (V,E) گراف کنید فرض ۴ . ۴ مثال
یال ها مجموعه و V = {t, v, w, x, y} راس ها مجموعه گراف

E = {{t, v} , {t, x} , {v, x} , {v, w} , {w, x} , {w, y} , {x, y}} ,

است. ۴ . ١٢ شͺل صورت به G− F گراف ،F = {{v, w} , {w, y}}فرض با است.

از راس این حذف با باشد، G گراف از راسͬ v اگر راس ها) از (مجموعه ای راس ͷی حذف . ۴
این که یال هایی تمامͬ v راس حذف با که کنید توجه ͬ آید. م دست به G−v گراف ،G گراف

•x •y•t

•v •w
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.۴ . ۴ مثال در G(V,E)− F گراف :١٢ . ۴ شͺل



٩٩ سازی متعارف
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.۴ مثال در شده منقبض گراف :١۴ . ۴ شͺل

V راس های از دلخواه مجموعه ای S اگر ͬ شوند. م حذف گراف از نیز دارد قرار آنها روی راس
حاصل G گراف از راس ها) این به منتهͬ (یال های و راس ها این حذف از G−S گراف باشد،

ͬ شود. م

G− S صورت این در .S = {t} کنید فرض ،۴ . ۴ مثال در شده داده گراف برای ۵ . ۴ مثال
است. ۴ . ١٣ شͺل صورت به

بر را v و u راس دو e = {u, v} یال حذف از بعد اگر است. شده داده G گراف انقباض . ۵
Ge با و نامیده G گراف شده منقبض را آن که ͬ آید م دست به جدیدی گراف کنیم، منطبق هم

ͬ دهند. م نشان

کردن منطبق و e = {v, w} یال حذف با بͽیرید. نظر در را ۴ . ۴ مثال در G گراف ۶ . ۴ مثال
ایجاد از گراف، بودن ساده فرض با ͬ آید. م دست به شده منقبض گراف هم بر v و w راس دو

کنید). نگاه را ۴ . ١۴ (شͺل ͬ شود م جلوگیری موازی یال های

گویند G زیرگراف را G۱ = (V۱, E۱) گراف باشد، گراف ͷی G = (V,E) اگر زیرگراف . ۶
متصل هم به را V۱ از راس هایی E۱ در یال هر که طوری به E۱ ⊆ E و ϕ ̸= V۱ ⊆ V هرگاه
حاصل G گراف روی از (راس ها) راس و (یال ها) یال حذف از که گراف هایی کنید توجه کند.
زیرگراف ͷی انقباض، با شده تولید گراف ولͬ هستند G از شده تولید زیرگراف های ͬ شوند، م

نیست. G از

توسط شده القا زیرگراف بͽیرید. نظر در را S ⊆ V و G = (V,E) گراف شده القا زیرگراف . ٧
راس  های که است E از یال هایی آن ES که طوری به است GS = (S,ES) مانند زیر گرافͬ S

ͬ کنند. م وصل هم به را S
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یͺریخت گراف دو از نمونه ای :١۵ . ۴ شͺل

گراف ها در یͺریختͬ

گویند یͺریخت را گراف دو این بͽیرید. نظر در را G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) گراف دو
که طوری به باشد موجود V۲ و V۱ بین f ͷی به ͷی نگاشت هرگاه

{u, v} ∈ E۱ ⇔ {f(u), f(v)} ∈ E۲.

ͬ شود. م مشͺل آنها یͺریختͬ تشخیص گراف ها، یال های و راس ها تعداد افزایش با که باشید داشته توجه
هستند. بدیهͬ بعدی نتایج گراف، دو یͺریختͬ تعریف به توجه با

گراف ها: یͺریختͬ برای لازم شرط

هستند. مساوی آنها یال های تعداد همچنین و یͺریخت گراف دو راس های تعداد

برای نیست. کافͬ ولͬ بوده لازم گراف دو یͺریختͬ برای شرط این که ͬ کنیم م تاکید مجدداً
چنین باشد. برقرار deg v = deg f(v) رابطه باید v ∈ V۱ دلخواه راس هر برای گراف، دو یͺریختͬ

گوییم. درجه حافظ تناظر را ͷی به ͷی تناظر

دو این یͺریختͬ بررسͬ برای هستند. یͺریخت ۴ . ١۵ شͺل در شده داده نشان گراف دو ٧ . ۴ مثال
صورت به را f تناظر گراف

f = {(vi, ui), i = ۱, . . . ,۵} ,

کنید). (تحقیق کرد تحقیق ͬ توان م را گراف دو این یͺریختͬ ،f تناظر از استفاده با ͬ گیریم. م نظر در
♢

تنها G۱ گراف در زیرا نیستند. یͺریخت ۴ . ١۶ شͺل در شده داده G۲ و G۱ گراف دو ٨ . ۴ مثال
(راس های دو درجه از راس دو G۲ گراف در که حالͬ در دارد وجود (u۵ (راس دو درجه از راس ͷی
که گرفت نظر در گراف دو این راس های بین ͬ توان نم تناظری هیچ بنابراین دارند. وجود (w۲ و w۱
♢ باشد. درجه» «حافظ

چرخ و مدار

۴ . ١٧ (شͺل ͬ دهند م نشان Cn با را n مرتبه از مدار ͷی گویند. مدار ͷی را دو درجه از منظم گراف
دست به v مانند جدید راس ͷی به آن راس هر کردن وصل با Cn−۱ روی از که گرافͬ کنید). نگاه را

کنید). نگاه را ۴ . ١٨ (شͺل ͬ دهند م Wnنشان با و نامیده راس n با چرخ را ͬ آید م
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W۶ چرخ گراف :١٨ . ۴ شͺل



گراف ١٠٢

مسیر و جاده گذر،

صورت به که است یال ها از متناهͬ دنباله ای گذر ͷی است. شده داده G = (V,E) گراف

{v۰, v۱} , {v۱, v۲} , . . . , {vm−۱, vm} ,

همچنین هستند). مجاور یال (دو هستند مشترک راس ͷی در متوالͬ یال دو گذر هر در ͬ دهند. م نشان
ͷی یال های روی حرکت طͬ در است ممͺن دیͽر عبارت به باشد. شده تکرار آن در یالͬ است ممͺن
ͬ کند م مشخص نیز را راس ها از دنباله ای گذر هر ترتیب این به کنیم. طͬ مجدداً را شده طͬ راه گذر،

راس های از دنباله ای صورت به را آن ͬ توان م و

v۰, v۱, . . . , vm−۱, vm,

را vm و آغازی راس را v۰ گذر، هر در نیستند. متمایز هم از راس ها الزاماً صورت این در داد. نشان
گویند. گذر آن طول را گذر ͷی در یال ها تعداد گویند. پایانͬ راس

ͬ نامند. م جاده را آن باشد نداشته وجود تکراری یال گذر ͷی در اگر دارد. ͬ تری کل مفهوم گذر
آن پایانͬ) و آغازی راس های احتمالا˟ جز (به کنیم اضافه آن به نیز را راس ها نبودن تکراری شرط اگر
بنابراین، باشند. منطبق هم بر پایانͬ و آغازی راس دو هرگاه گویند بسته را مسیر ͷی گویند. مسیر را
هر درجه پس هستند؛ مجاور یال ها چون و ͬ شود م ملاقات بار ͷی راس هر مسیر ͷی روی حرکت در
طول به بسته مسیر و گویند مثلث ͷی را سه طول به بسته مسیر هر است. دو بسته مسیر هر در راس

گویند. دور ͷی را بسته مسیر هر نامند. مربع ͷی را چهار

است. زوج دور هر طول ،G(V۱, V۲) دوبخشͬ گراف در ١ . ۴ قضیه

کنید فرض برهان:
v۱, v۲, . . . , vm, v۱,

بودن دوبخشͬ بر بنا .v۱ ∈ V۱ کنید فرض کلیت، در خللͬ بدون است. G(V۱, V۲) در دور ͷی
طول بنابراین و vm ∈ V۲ پس باشند. v۲, v۴, . . . ∈ V۲ و v۱, v۳, . . . ∈ V۱ است لازم گراف،

است. زوج دور

گراف ها در همبندی

اگر باشد. موجود مسیری گراف، این در v و u دلخواه راس دو هر بین هرگاه گویند همبند را G گراف
از ͷی هر است. شده تشͺیل اجزایی از ناهمبند گراف هر گویند. ناهمبند را آن نباشد همبند گرافͬ

گویند. مؤلفه ͷی را اجزا این

از فقط که گراف هر و است شده تشͺیل مؤلفه دو از حداقل ناهمبند گراف هر که است بدیهͬ
از متشͺل ناهمبند گراف ͷی و همبند گراف ͷی ۴ . ١٩ شͺل در است. همبند شود تشͺیل مؤلفه ͷی

است. شده رسم مؤلفه سه

یال های تعداد و k با را G مولفه های تعداد بͽیرید. نظر در را راس n با G ساده گراف ٢ . ۴ قضیه
صورت این در دهید. نشان m با را آن

n− k ≤ m ≤ ۱
۲ (n− k)(n− k + ۱).



١٠٣ سازی متعارف
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ناهمبند و همبند گراف از نمونه ای :١٩ . ۴ شͺل

نداشته یالͬ G اگر ͬ کنیم. م استفاده یال ها تعداد روی استقرا از چپ سمت نابرابری اثبات برای برهان:
یال هر حذف با باشد داشته یال m۰ ،G گراف اگر است). برقرار (تساوی است بدیهͬ حͺم باشد،

استقرا فرض بر بنا صورت این در یابد. افزایش مولفه ها تعداد است ممͺن

n− (k + ۱) ≤ m۰ − ۱,

آنگاه نیابد افزایش مولفه ها تعداد اگر ͬ شود. م نتیجه n− k ≤ m۰ رابطه آن، از که

n− k ≤ m۰ − ۱ < m۰.

است. برقرار نیز m۰ تعداد برای حͺم صورت، هر در

مولفه هر و k > ۱ کنید فرض است. بدیهͬ k = ۱ برای حͺم راست، سمت نابرابری اثبات برای
مولفه دو باشد). کامل آن مولفه هر که است بیشترین G گراف یال های تعداد (زمانͬ است کامل G
با را Gj و Gi اگر .ni ≥ nj ≥ ۲ آنها در که بͽیرید نظر در را راس nj و ni با ترتیب به Gj و Gi

Gi به و حذف Gj از راس ͷی) کنیم عوض راس nj − ۱ و ni + ۱ با ترتیب به کاملͬ گراف های
تغییر راس ها تعداد صورت این در کنیم)؛ رعایت را جدید گراف های بودن کامل شرط و کرده ملحق

رابطه با یال ها تعداد که حالͬ در ͬ کند، نم

۱
۲ [(ni + ۱)ni − ni(ni − ۱)]

−۱
۲ [nj(nj − ۱)− (nj − ۱)(nj − ۲)] = ni − nj + ۱ > ۱,

آن مولفه ͷی که است بیشترین زمانͬ مولفه، k از ناهمبند گراف ͷی در یال ها تعداد پس ͬ کند. م تغییر
تعداد حداکثر صورت، این در باشند. منفرد آن دیͽر مولفه k − ۱ و بوده n− k + ۱ درجه از کامل

شود. مͬ ثابت حͺم ترتیب این به و است ۱
۲ (n− k)(n− k + ۱) یال ها

است همبند یال، ۱
۲ (n − ۱)(n − ۲) از بیش و راس n با ساده گراف همبندی) (آزمون ۴ نتیجه

(چرا؟).

(چرا؟). است ناهمبند یال، n− ۲ حداکثر و راس n با ساده گراف ناهمبندی) (آزمون ۵ نتیجه



گراف ١٠۴

گراف ها ماتریسͬ نمایش

نشان A با G گراف برای ͬͽهمسای ماتریس بͽیرید. نظر در را ۱,۲, . . . , n راس های با G گراف
صورت، این غیر در باشند، مجاور j و i راس دو هرگاه است ͷی ماتریس این در aij عنصر و شده داده

است. صفر عنصر این

صورت به G گراف ٩ . ۴ مثال

•۵

•۱

•۴

•۲

•۳
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گراف این ͬͽهمسای ماتریس بͽیرید. نظر در را

A =


۰ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۱ ۰

 ,

است.

این که حالͬ در است متقارن جهت، بدون گراف های برای ͬͽهمسای ماتریس که است ذکر به لازم
نیست. متقارن جهت دار گراف های برای ماتریس

ͬ شود م داده Mنشان با G گراف وقوع ماتریس بͽیرید. نظر در یال m و راس n با G گراف
صفر مولفه این صورت، این  غیر در باشد. داشته قرار j یال روی i راس اگر است ͷی mij آن در که

ͬ گویند. م نیز راس‐یال ͬͽهمسای ماتریس را وقوع ماتریس است.

صورت به G گراف ١٠ . ۴ مثال
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گراف این وقوع ماتریس ͬ دهد. م نشان را آن شماره یال هر روی شده نوشته اعداد است. شده داده

M =



۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱


,



١٠۵ سازی متعارف

هستند. متناظر گراف راس های با ستون ها و گراف یال های با سطرها ماتریس، این در است.

١ . ۴ تمرین

یال های و V = {u, v, w, x, y, z} راس های مجموعه با گرافͬ . ١

E = {{u,w} , {u, z} , {v, w} , {w, x} , {w, y} , {w, z} , {x, z} , {y, z}} ,

است؟ چند گراف این اندازه و مرتبه کنید. رسم

به نقل، و حمل این در کند. حمل را c۱, c۲, . . . , c۷ شیمیایی مواد ͬ خواهد م ͬ دان شیم ͷی . ٢
ندارد. وجود هم کنار در مواد از بعضͬ دادن قرار امͺان مواد، شیمیایی ترکیب احتمال علت
c۱ ماده دو همچنین شوند. ترکیب هم با ͬ توانند م c۱, c۲, c۳, c۷ ماده دو هر خاص شرایط در
را شیمیایی روابط این که کنید رسم گرافͬ شوند. ترکیب c۶ و c۴ ماده دو با ͬ توانند م c۵ و
حمل و بسته بندی برای نیاز مورد جعبه های حداقل و کرده استفاده گراف این از کند. توصیف

بیابید. را مواد این

دارند. وجود مساوی درجه با راس دو کم دست دو، حداقل مرتبه از گراف هر در کنید ثابت . ٣

دیͽری ͬͽهمسای در آن دلخواه راس دو «هر خاصیت در که بزنید مثال پنج از غیر مرتبه از گرافͬ . ۴
کنید. مشخص را راس هر درجه و بیابید را آن اندازه و کرده رسم را گراف کند. صدق باشد»

گراف در راس ها درجه . ۵

•۱

•۲ •۳ •۴

•۵

•۶
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کنید. تعیین را راس ها درجه مجموع و کرده مشخص را

است؟ چند گراف اندازه است. ۱,۲,۲,۳,۴ آن راس های درجه که بسازید پنج مرتبه از گرافͬ . ۶

همواره دهید نشان بͽیرید. نظر در را نیستند صفر همزمان که n و m نامنفͬ صحیح عدد دو . ٧
باشد. فرد درجه از آن راس n و زوج درجه از آن راس m که داشت گرافͬ ͬ توان نم

از راس چند گراف این است. ۵ یا ٣ راس هر درجه ،٢۵ انداره و ١۴ مرتبه از گراف ͷی در . ٨
دارد؟ ٣ درجه

چند b دارد. b درجه از راس ͷی و a درجه از راس شش ،١٠ اندازه و ٧ مرتبه از G گراف . ٩
است؟



گراف ١٠۶

باشد؟ داشته ١ درجه از راس ͷی و ٣ درجه از راس سه ͬ تواند م چهار مرتبه از گراف ͷی آیا . ١٠
چرا؟

از ͷی کدام کنید. رسم را m+ n ≤ ۶ شرط با m اندازه و n مرتبه از نایͺریخت گراف های . ١١
هستند؟ ساده گراف ها این

است؟ چند G راس های درجه نباشند. مجاور G گراف یال دو هیچ کنید فرض . ١٢

که بͽیرید نظر در مثبت صحیح عدد کوچͷ ترین را k ،m اندازه و n مرتبه از G گراف در . ١٣

دارد. k حداقل درجه از راس ͷی G دهید نشان .k ≥ ۲m
n

باشد. آشنا دیͽر نفر پنج با دقیقاً فرد هر ندارد امͺان نفری، نه مهمانͬ ͷی در کنید ثابت . ١۴

از مضربی G اندازه کنید ثابت است. فرد عدد ͷی k و k درجه از منظم گراف G کنید فرض . ١۵
است. k

دارد. یال k۲k−۱ و راس ۲k k‐مͺعب ͷی کنید ثابت . ١۶

و دارد وجود ͷی درجه از راسͬ یا کنید ثابت بͽیرید. n − ۱ اندازه و n مرتبه از گرافͬ را G . ١٧
است. موجود منفردی راس یا

باشد. ۵٠٠ اندازه از حداقل Kn کامل گراف که بیابید را n صحیح عدد کوچͷ ترین . ١٨

رسم را G گراف و کرده پیدا را n است. یال ٢۴ و راس n با منظم ساده گراف G کنید فرض . ١٩
کنید.

شͺل به ٣ درجه از منظم گراف . ٢٠
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چرا؟ است؟ دوبخشͬ گراف این آیا گویند. ٣ پترسون گراف را

چرا؟ و هستند یͺریخت زیر گراف های از زوج کدام کنید مشخص . ٢١

Peterson٣
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مشخص دلیل بیان با را آنها هستند. یͺریخت گراف دو تنها مساله، این گراف های از دسته هر در . ٢٢
کنید. بیان نیز را دیͽران نایͺریختͬ دلیل کنید.
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کنید. مشخص را دارند راس هفت حداکثر که کامل و دوبخشͬ نایͺریخت گراف های . ٢٣

بیابید. یال نه و راس شش با سه درجه از منظم نایͺریخت گراف دو . ٢۴

تعداد و بوده ٢ سطر هر در یͷ ها تعداد همبند، ساده گراف ͷی وقوع ماتریس در دهید نشان . ٢۵
است. مساوی متناظر راس درجه با ستون هر در یͷ ها

ͬ دهد؟ م نشان را چیزی چه ͬͽهمسای ماتریس ستونͬ) (یا سطری عناصر مجموع . ٢۶

عنصر ،A۲ = (a۲)ij در آنگاه باشد، G گراف راس های ͬͽهمسای Aماتریس اگر دهید نشان . ٢٧
را دارد قرار مسیر این در دیͽر راس ͷی دقیقاً که j و i راس دو بین واقع مسیرهای تعداد a۲

ij

گفت؟ ͬ توان م چه A۳ مورد در ͬ هد. م نشان

گفت؟ ͬ توان م چه A+A۲ عناصر مورد در است. G گراف راس های ͬͽهمسای ماتریس A . ٢٨

کنید. تعریف آنها راس های ͬͽهمسای ماتریس های اساس بر را گراف دو یͺریختͬ . ٢٩

دارند؟ خصوصیت هایی چه دوبخشͬ و ناهمبند گراف های ͬͽهمسای ماتریس های . ٣٠



١٠٩ خاص گراف های

دارد؟ خاصیتͬ چه ناهمبند گراف برای وقوع ماتریس . ٣١

تعداد برابر دو گراف، هر همجواری ماتریس دوم توان قطری درایه های مجموع دهید نشان . ٣٢
است. آن یال های

خاص گراف های ٢ . ۴

هامیلتونͬ گراف های و اویلری) نیمه (و اویلری گراف های خاص، گراف های از نوع دو بخش این در
ͬ کنیم. م مطالعه را آنها از کاربردهایی و هامیلتونͬ) نیمه (و

اویلری نیمه و اویلری گراف های

بار ͷی فقط گراف این یال هر از که باشد موجود بسته ای مسیر هرگاه گویند اویلری را G همبند گراف
مسیر را حاصل مسیر مسیر، بودن بسته شرط حذف با گویند. اویلری مسیر را مسیری چنین کند. عبور
اویلری نیمه اویلری گراف هر بنابراین، ͬ نامند. م اویلری نیمه گراف را متناظر گراف و اویلری نیمه

نباشد. برقرار آن عکس است ممͺن که حالͬ در است

زیر شͺل در شده داده گراف ١١ . ۴ مثال
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دارد. وجود آن در ۱,۲,۳,۴,۲,۵,۳,۱,۵,۶,۱ بسته اویلری مسیر زیرا است. اویلری گراف ͷی

زیر شͺل در شده رسم گراف ١٢ . ۴ مثال
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مشخص آن در را ۱,۲,۳,۴,۲,۵,۱,۳,۱,۵, اویلری نیمه مسیر ͬ توان م زیرا است. اویلری نیمه
کرد.

اگر فقط و اگر است اویلری آنگاه باشد، نداشته منفرد راس G گراف اگر اویلر) (قضیه ٣ . ۴ قضیه
باشد. زوج راس هر درجه و بوده همبند G

نشان دارد)، وجود G گراف در اویلری (مسیر است اویلری G گراف کنیم فرض شرط) (لزوم برهان:
است. زوج راس هر درجه و بوده همبند گراف این ͬ دهیم م

دارند قرار مشخصͬ یال های روی راس ها این آنگاه باشند، G گراف از دلخواه راس دو v و u اگر
تمام از اویلری بسته مسیر چون ندارد. منفرد راس G گراف زیرا نیستند)؛ واقع یال ͷی روی (احتمالا˟
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G گراف بنابراین ͬ کند. م وصل هم به را v و u راس دو مسیر این پس ͬ کند، م عبور گراف یال های
است. همبند

فرض همچنین باشد. G از دلخواهͬ راس u کنید فرض راس، هر درجه بودن زوج اثبات برای
پایان در و ͬ کند م حرکت اویلری مسیر جهت در یال ها روی در که دارد قرار راس این در حشره ای کنید
ͬ شود م خارج u راس از که تعداد همان به خود، حرکت طͬ در پس ͬ گردد. برم u راس به دوباره مسیر

است. زوج راس هر درجه پس ͬ شود. م وارد راس این به نیز تعداد همان به

از استفاده با است. زوج راس هر درجه و بوده همبند گراف ͷی G کنید فرض شرط) (کفایت
ͬ سازیم. م را اویلری بسته مسیر الͽوریتمͬ، روش

که طوری به ͬ کنیم م حرکت دلخواه به یال ها روی و (u (مثلا́ ͬ کنیم م انتخاب دلخواه به را راسͬ
بن بست به v مانند راسͬ در تا ͬ دهیم م ادامه آنجا تا را کار این نکنیم. طͬ بار ͷی از بیش را یال هیچ
دفعاتͬ تعداد آنگاه ،u ̸= v اگر اند؛ شده طͬ قبلا́ ͬ گذرند م v راس از که یال هایی تمامͬ چون برسیم.
نتیجه در شده ایم. خارج راس این از که است دفعاتͬ تعداد از بیشتر بار ͷی شده ایم وارد v راس به که
نقطه به دوباره یا و ندارد وجود بن بستͬ یا پس است. مغایر فرض با این که ͬ شود م فرد v راس درجه

ͬ گردیم. برم حرکت شروع

یال دارد. وجود نشده طͬ یالͬ هنوز آنگاه باشد، نشده طͬ G گراف از راسͬ بسته مسیر این در اگر
ͬ نامیم. م w را راس آن و گرفته نظر در را دارد قرار بسته مسیر این روی آن راس ͷی که نشده ای  ͬ ط
مسیر ادامه و w نقطه به مجدد برگشت و قبلͬ مسیر طͬ و w از شروع با ͬ تر طولان مداری به ͬ توانیم م

ͬ نامند. م بن بست از خروج را الͽوریتم این برسیم. نشده طͬ یال جهت در

اجرای امͺان دیͽر و باشیم داشته ͬ تر طولان مسیر ͷی تا ͬ دهیم م ادامه آنجا تا را بن بست از خروج
تمامͬ از که کرده ایم پیدا مسیری صورت این در باشد. نداشته وجود بن بست از خروج الͽوریتم مجدد
نظر مورد اویلری مسیر همان مسیر این که ͬ دهیم م نشان است. شده استفاده گراف یال های و راس ها
مسیری پس است، همبند G چون است. y و x انتهایی راس دو با G گراف از یالͬ e کنید فرض است.

مثلا́ دارد. وجود x به آغازین) (راس u از

u, u۱, u۲, . . . , x,

بن بست از خروج الͽوریتم صورت، این  غیر در باشد. داشته قرار مذکور مسیر روی باید {u, u۱} یال
قرار مسیر این روی نیز {u۱, u۲} یال و دارد قرار مسیر روی u راس پس ͬ کنیم. م اجرا u راس در را
راس های ترتیب همین به ندارد. وجود u۱ راس در بن بست از خروج الͽوریتم اجرای امͺان زیرا دارد؛
مسیر روی نیز ͬ کند م وصل x راس به را y راس که e یال و دارند قرار مسیر روی نیز u۲, u۳, . . . , x
مسیر روی یال هر آنگاه باشد، نداشته وجود بن بست از خروج الͽوریتم اجرای امͺان هرگاه دارد. قرار

است. اویلری آمده دست به مسیر و دارد قرار

ماتریس از کار این برای ͬ کنیم. م مشخص اویلری بسته مسیر ͷی ،١١ . ۴ مثال گراف برای ١٣ . ۴ مثال
از استفاده مزیت ͬ کنیم. م اجرا ماتریسͬ شͺل به را ٣ . ۴ قضیه الͽوریتم و کرده استفاده راس ها ͬͽهمسای
شماره گذاری به ͬͽهمسای ماتریس که باشید داشته توجه است. رایانه با آن اجرای امͺان ماتریسͬ، شͺل
تغییر نیز ͬͽهمسای ماتریس کند، تغییر راس ها شماره گذاری ترتیب اگر و است وابسته گراف راس های
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است. چنین گراف این ͬͽهمسای ماتریس ͬ آید. م دست به دیͽری اویلری بسته مسیر بنابراین و کرده

A =


۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

 .

ماتریس اول سطر با راس این ͬ کنیم. م انتخاب آغازین راس عنوان به را ١ شماره راس (١) مرحله
اویلری بسته مسیر در بعدی راس نشان دهنده سطر این در غیر صفر درایه اولین است. متناظر
واحد ͷی است. ٢ شماره راس اویلری مسیر این روی بعدی راس پس a۱۲؛ = ۱ چون است.

صورت به شده بهنگام ͬͽهمسای ماتریس و کرده کم a۲۱ و a۱۲ های درایه از

A =


۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

 ,

این غیر در است. یافته پایان الͽوریتم آنگاه باشد، نداشته غیرصفر درایه Aماتریس اگر است.
ͬ شود. م اجرا بعدی مرحله صورت

درایه اولین ͬ رویم. م دوم سطر به پس است، ٢ شماره راس مسیر این در راس آخرین (٢) مرحله
از واحد ͷی است. ٣ شماره راس مسیر، این در بعدی راس است. a۲۳ دوم سطر در غیر صفر
صورت به ماتریس این ͬ کنیم. م بهنگام را ͬͽهمسای ماتریس و کرده کم a۳۲ و a۲۳ درایه های

A =


۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

 ,

ͬ کنیم. م اجرا را بعدی مرحله دارد، غیرصفر درایه هنوز ماتریس این چون است.

درایه اولین و ͬ رویم م سوم سطر به پس است، ٣ شماره راس مسیر این در راس آخرین (٣) مرحله
از واحد ͷی و ͬ کنیم م انتخاب مجدداً را ١ شماره راس پس است. a۳۱ سطر این در غیر صفر
صورت به ماتریس این ͬ کنیم. م بهنگام را ͬͽهمسای ماتریس و کرده کم a۱۳ و a۳۱ درایه های

A =


۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

 ,
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بن بست به هنوز و است آمده وجود به ۱,۲,۳,۱ کامل دور که باشید داشته توجه است.
ͬ کنیم. م اجرا را بعدی مرحله دارد، وجود غیرصفر درایه اول سطر در هنوز چون نرسیده ایم؛

شماره راس مسیر، این در بعدی راس یعنͬ است. a۱۵ = ۱ غیر صفر درایه اول سطر در (۴) مرحله
ͬ کنیم. م بهنگام را ͬͽهمسای ماتریس و کرده کم واحد ͷی a۱۵ و a۵۱ درایه های از است. ۵

صورت به ماتریس این

A =


۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

 ,

است.

انتخاب ٢ شماره راس مسیر ادامه در پس است. a۵۲ غیر صفر درایه اولین پنجم سطر در (۵) مرحله
ͬ کنیم. م بهنگام را ͬͽهمسای ماتریس و کرده کم a۲۵ و a۵۲ درایه های از واحد ͷی و ͬ شود م

صورت به ماتریس این

A =


۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

 ,

است.

۴ شماره راس مسیر، ادامه در بنابراین است. a۲۴ غیر صفر درایه اولین دوم سطر در (۶) مرحله
به شده بهنگام ͬͽهمسای ماتریس و کرده کم a۴۲ و a۲۴ درایه های از واحد ͷی و شده انتخاب

صورت

A =


۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

 ,

است.

٣ شماره راس مسیر، ادامه در پس است. a۴۳ = ۱ غیر صفر درایه اولین چهارم سطر در (٧) مرحله
شده بهنگام ͬͽهمسای ماتریس و کرده کم a۳۴ و a۴۳ درایه های از واحد ͷی و ͬ شود م انتخاب
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صورت به

A =


۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

 ,

است.

اختیار ۵ شماره راس اویلری، مسیر ادامه در و است a۳۵ غیر صفر درایه سوم، سطر در (٨) مرحله
صورت به شده بهنگام ͬͽهمسای ماتریس و کرده کم a۵۳ و a۳۵ درایه های از واحد ͷی ͬ شود. م

A =


۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

 ,

است.

را ۶ شماره راس اویلری، مسیر ادامه در است. غیرصفر a۵۶ درایه پنجم، سطر در (٩) مرحله
ماتریس کردن بهنگام از بعد ͬ کنیم. م کم a۶۵ و a۵۶ درایه های از واحد ͷی و ͬ کنیم م اختیار
شماره راس به آخر مرحله در نهایت، در و هستند a۱۶ و a۶۱ غیرصفر درایه های تنها ͬͽهمسای

صورت به اویلری بسته مسیر ͬ گردیم. برم ١

۱,۲,۳,۱,۵,۲,۴,۳,۵,۶,۱,

است.

یعنͬ است. ١١ . ۴ مثال در شده ارائه مسیر از متفاوت آمده دست به بسته مسیر که باشید داشته توجه
نیست. فرد به منحصر اویلری بسته مسیر اویلری، گراف ͷی برای

بود. ساده گراف ͷی مثال آن در شده داده گراف این، بر افزون نیفتاد. اتفاق بن بستͬ ،١٣ . ۴ مثال در
دارد. نیز موازی یال های شده داده گراف بعدی مثال در

گراف برای اویلری بسته مسیر ١۴ . ۴ مثال

•۱

•۲

•۴

•۳
��
��
��
��
��
��
�

??
??

??
??

??
??
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کنید. پیدا را

aij مولفه هر دارد، وجود موازی یال های و نیست ساده گراف که حالتͬ در که کنید توجه : حل
برای ماتریس این ͬ دهد. م نشان ͬ کند م وصل j راس به را i راس که یال های تعداد ͬͽهمسای ماتریس

از: است عبارت شده داده گراف

A =


۰ ۲ ۱ ۱
۲ ۰ ۰ ۲
۱ ۰ ۰ ۳
۱ ۲ ۳ ۰

 .

به شده بهنگام ͬͽهمسای ماتریس و ͬ آید م دست به ۱,۲,۱,۳,۴,۱ مسیر مرحله، پنج انجام از بعد
صورت

A =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۲
۰ ۰ ۰ ۲
۰ ۲ ۲ ۰

 ,

است ١ شماره راس شده انتخاب راس آخرین و دارد غیرصفر ماتریسAدرایه هنوز که حالͬ در است
به را بن بست از خروج الͽوریتم است. بن بست ͷی نتیجه ندارد. وجود غیرصفر درایه اول سطر در که

ͬ کنیم. م اجرا زیر صورت
به حال است. a۲۴ = ۲ دوم سطر در درایه اولین است، صفر آن درایه های همه که اول سطر از بعد
بسته مسیر ͬ کنیم. م شروع ٢ راس از ،١ راس از شروع بجای را بسته مسیر و ͬ گردیم برم مساله ابتدای
دوباره ͬ کنیم. م طͬ را ۴ راس به ٢ راس از نشده طͬ یال سپس است. ۲,۱,۳,۴,۱,۲ شده ایجاد
بهنگام ͬͽهمسای ماتریس ͬ رسیم. م ۲,۱,۳,۴,۱,۲,۴,۳ بسته مسیر به دیͽر مرحله دو انجام از پس

صورت به شده

A =


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۲
۰ ۰ ۲ ۰

 ,

در غیرصفر درایه اولین رسیدیم. بن بست به دوباره و ندارد وجود غیرصفر درایه دوم سطر در است.
ͬ کنیم. م شروع ٣ راس از ٢ راس جای به را قبلͬ شده طͬ مسیر بار این و است a۳۴ = ۲ سوم سطر
ͬͽهمسای ماتریس دیͽر مرحله دو انجام از بعد .۳,۴,۱,۲,۴,۲,۱,۳ از است عبارت جدید مسیر
به ۳,۴,۱,۲,۴,۲,۱,۳,۴,۳ اویلری بسته مسیر و ͬ شود م تبدیل صفر ماتریس به A شده بهنگام
♢ ͬ آید. م دست

ͬ کنیم. م بیان را گراف ͷی بودن اویلری نیمه برای کافͬ و لازم شرط ادامه در

بوده همبند اگر فقط و اگر است اویلری نیمه آنگاه باشد نداشته منفرد راس G گراف اگر ۴ . ۴ قضیه
باشد. داشته فرد درجه از راس دو تنها و

و آغاری راس های که است این در تفاوت تنها است. ٣ . ۴ قضیه برهان مانند شرط) (لزوم برهان:
تعداد ͬ کند، م ترک را آغازی راس وقتͬ اویلری، مسیر روی حرکت در حشره نیستند. منطبق هم بر پایانͬ
راس به وقتͬ و است نقطه این از حرکت دفعات تعداد از کمتر واحد ͷی آغازی راس به برگشت دفعات



١١۵ خاص گراف های

راس این از خروج دفعات تعداد از بیشتر بار ͷی پایانͬ راس به شدن وارد دفعات تعداد ͬ رسد، م پایانͬ
هستند. فرد درجه از پایانͬ و آغازی راس  دو هر پس است.

این در بͽیرید. نظر در ͬ کند م وصل هم به را فرد درجه از راس دو که ͬͺکم یال شرط) (کفایت
برهان در شده ارائه الͽوریتم اجرای با را اویلری بسته مسیر ͬ شود. م حاصل اویلری گراف ͷی صورت
نیمه مسیر تا ͬ کنیم م حذف اویلری بسته مسیر از را ͬͺکم یال پایان، در ͬ کنیم. م ایجاد ٣ . ۴ قضیه

آید. دست به اویلری

گراف در را اویلری نیمه مسیر ١۵ . ۴ مثال

بیابید.

به ͬͺکم (یال ͬ کنیم م ایجاد را {۲,۶} ͬͺکم یال هستند. فرد درجه از ٢ و ۶ راس دو : حل
صورت به اویلری نیمه مسیر است). شده رسم خط چین صورت

۲,۵,۴,۱,۲,۳,۶,۵,۸,۴,۷,۸,۹,۶

♢ است.

شͺل به پل هفت و جزیره دو با رودخانه ای (Königsberg (پل ١۶ . ۴ مثال

حرکت ͬ توان م آیا که است این سوال ͬ آیند. م وجود به A,B,C,D ناحیه چهار نتیجه در دارد. وجود
برگشت؟ حرکت آغاز نقطه به بار، ͷی دقیقاً پل، هر طͬ از بعد و کرد آغاز ناحیه ای از را



گراف ١١۶

را پل هر و راس ͷی با را ناحیه هر گراف، نظریه مفهوم از استفاده با سوال این به پاسخ برای : حل
است: زیر صورت به پل مساله با متناظر گراف صورت این در ͬ دهیم. م نشان یال ͷی با
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♢ است. فرد راس ها تمامͬ درجه زیرا نیست. اویلری گراف این

تویدا۴ توسط ١٩٧٣ سال در آن لازم شرط دارد. وجود گراف ͷی بودن اویلری برای دیͽری آزمون
شد. ثابت ۵ مͷ کͬ سوی از ١٩٨۴ سال در آن کافͬ شرط و

دورهای از فرد تعداد روی آن یال هر اگر فقط و اگر است اویلری G همبند گراف [٨] ۵ . ۴ قضیه
باشد. G گراف

نام به چینͬ ریاضیدان سوی از بار نخستین برای مساله این [٢٢] چینͬ) پستچͬ (مساله ١٧ . ۴ مثال
برساند مقصدشان به را نامه ها تمامͬ ͬ خواهد م پستچͬ ͷی شد. طرح ١٩۶٢ سال در ͬ کو‐کوان۶ م
هر کار این در برگردد. حرکت آغاز نقطه به کار پایان در و شود کمینه شده طͬ مسافت که حالͬ در
با مسیری باید کند عبور دوبار خیابانͬ از که شود مجبور اگر و کند طͬ یͷ بار حداقل باید را خیابان

کند. انتخاب را مسافت کوتاه ترین

هر برای هرگاه گویند وزن دار را G گراف کرد. مدل بندی وزن دار گراف ͷی یا ͬ توان م را مساله این
متناظر راس ͷی گراف این در گویند. یال وزن را عدد این شود. متناظر مثبت و صحیح عددی آن یال
با برابر یال هر وزن است. متناظر مقصدها این بین ارتباطͬ راه های با یال ها هر و نامه ͷی مقصد با
در و کند عبور بار ͷی کم دست یال هر از که کرد پیدا مسیری باید بنابراین است. مقصدها بین فاصله

باشد. داشته را وزن کمترین مجموع
گراف اگر ولͬ است. مساله جواب اویلری مسیر هر آنگاه باشد، اویلری گراف اگر که است واضح
برای ͬ توانند م علاقمندان است. خارج بحث این حوصله از و است مشͺل تر مساله حل نباشد اویلری
شده داده گراف که ͬ گیریم م نظر در را خاصͬ حالت اینجا در کنند. رجوع [١٢] به بیشتر اطلاعات
را E به B از مسیر کوتاه ترین ابتدا دهید. نشان E و B با را فرد درجه از راس دو و است اویلری نیمه

Shunichi Toida۴

Terry A. McKee۵

Mei Ko Kwan۶



١١٧ خاص گراف های

برای ͬ آید. م دست به مساله جواب اویلری نیمه مسیر به مسیر این افزودن با سپس ͬ کنیم. م مشخص
اویلری نیمه گراف بیشتر توصیف
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این طول و بوده B,A, F,E فرد) درجه از (راس های E به B از مسیر کوتاه ترین بͽیرید. نظر در را
اویلری نیمه مسیر همچنین است. ۳ + ۴ + ۶ = ۱۳ مسیر

B,C,D,E, F,A,B, F,C,E

گراف این در چینͬ پستچͬ مساله جواب پس است. ۶۴ طول با

B,C,D,E, F,A,B, F,C,E, F,A,B

است. ۱۳ + ۶۴ = ۷۷ طول با

هامیلتونͬ گراف

اگر ͬ کند. م عبور بار ͷی دقیقاً راس هر از که است بسته مسیری گراف ͷی در هامیلتون٧ͬ مسیر ͷی
راس های مسیر این در اگر ͬ نامند. م هامیلتونͬ را گراف آن باشد، داشته وجود مسیری چنین گرافͬ در
هامیلتونͬ نیمه گراف را متناظر گراف و هامیلتونͬ نیمه را مسیر نباشند منطبق هم بر پایانͬ و آغازی

گویند.

این در هامیلتونͬ مسیر است. هامیلتونͬ گراف ͷی بعدی) (شͺل متنظم وجهͬ دوازده ١٨ . ۴ مثال
شده اند. رسم پررنگ خط با گراف

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)٧



گراف ١١٨

برای ͬ رود م انتظار و دارد وجود کافͬ و لازم شرط گراف ͷی بودن اویلری برای شد گفته چنانچه
از هنوز مساله این که حالͬ در باشد. داشته وجود کافͬ و لازم شرط نیز گراف ͷی بودن هامیلتونͬ
لازم شرط صورت به مبحث، این در موجود قضیه های بیشتر است. گراف نظریه در حل نشده مساله های

ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون را قضیه دو اینجا در هستند.

دو هر درجه های مجموع و باشد راس n ≥ ۳ با ساده G گراف اگر [٢٧] اُرِه٨) (قضیه ۶ . ۴ قضیه
ͷی G آنگاه ،deg u + deg v ≥ n ،{u, v} یال هر برای یعنͬ نباشد، n از کمتر مجاور غیر راس

است. هامیلتونͬ گراف
n
۲ از راس هر درجه و باشد راس n ≥ ۳ با ساده G گراف اگر [٩] دیراک٩) (قضیه ٧ . ۴ قضیه

است. هامیلتونͬ G گراف آنگاه نباشد، کمتر

شهر چند از ͬ خواهد م دوره گرد فروشنده ͷی مساله این در دوره گرد) فروشنده (مساله ١٩ . ۴ مثال
شهر هر صورت این در شود. کمینه شده طͬ مسافت کل که طوری به برگردد آغاز نقطه به و کرده عبور
دو بین فاصله یال، هر روی وزن که ͬ دهیم م نشان وزن دار یال ͷی با را آنها بین فاصله و راس ͷی با را
در دارد. وجود آمد و رفت امͺان شهر هر به شهر هر از که است این بر فرض ͬ دهد. م نشان را شهر
کردن پیدا با دوره گرد فروشنده مساله جواب (چرا؟). داریم وزن دار هامیلتونͬ گراف ͷی صورت این

ͬ آید. م دست به وزن کمترین با هامیلتونͬ مسیر

ارائه را الͽوریتمͬ اینجا در است. شده ارائه مختلفͬ روش های مساله این جواب کردن مشخص برای
به را مبحث این به علاقمندان ͬ شود. م مشخص هامیلتونͬ مسیر کوتاه ترین آن از استفاده با که ͬ کنیم م

ͬ دهیم. م ارجاع [٢] جمله از ͬ تر تخصص کتاب های

ω وزن با هامیلتونͬ مسیر ͷی C := v۱, v۲, . . . , vn, v۱ کنید فرض :١ گام ١ . ۴ الͽوریتم
یعنͬ است.

ω = ω(v۱, v۲) + ω(v۲, v۳) + · · ·+ ω(vn−۱, vn) + ω(vn, v۱).

.i := ۱ دهید قرار :٢ گام

.j := i+ ۲ دهید قرار :٣ گام

صورت به را cij هامیلتونͬ مسیر :۴ گام

cij := v۱, v۲, . . . , vi, vj , vj−۱, . . . , vi+۱, vj+۱, . . . , vn, v۱,

وزن با

ωij := ω − ω(vi, vi+۱)− ω(vj , vj+۱) + ω(vi, vj) + ω(vi+۱, vj+۱),

یعنͬ ،ωij < ω اگر دهد. تشͺیل

ω(vi, vi+۱) + ω(vj , vj+۱) < ω(vi, vj) + ω(vi+۱, vj+۱),

برگردید. ١ گام به و داده قرار C جای به را cij آنگاه

Øystein Ore (1899-1968)٨
Gabriel Andrew Dirac (1925-1984)٩
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K۵ وزن دار کامل گراف برای هامیلتونͬ مسیر :٢٠ . ۴ شͺل

.i := i+۱ دهید قرار صورت این غیر در بروید. ۴ گام به j ≤ n اگر .j := j+۱ دهید قرار :۵ گام
و است آمده دست به مساله جواب صورت این غیر در کنید. اجرا را ٣ گام ،i ≤ n − ۲ اگر

شوید. متوقف

این در بͽیرید. نظر در را چپ) سمت (شͺل ۴ . ٢٠ شͺل در شده داده هامیلتونͬ گراف ٢٠ . ۴ مثال
اجرا گراف این روی را ١ . ۴ الͽوریتم است. شهرها بین فاصله یال ها روی شده نوشته اعداد گراف

ͬ کنیم. م

کنید فرض :١ گام

C := v۱, v۲, v۳, v۴, v۵, v۱ = A,B,C,D,E,A

ω = ۲ + ۷ + ۹ + ۵ + ۶ = ۲۹.

.i := ۱ دهید قرار :٢ گام

.j := i+ ۲ = ۳ دهید قرار :٣ گام

دهید قرار :۴ گام

c۱,۳ := v۱, v۳, v۲, v۴, v۵, v۱ = A,C,B,D,E,A

ω۱,۳ := ۸ + ۷ + ۳ + ۵ + ۶ = ۲۹.

ͬ کنیم. م اجرا را ۵ گام ،ω۱,۳ ̸< ω چون

کنید. اجرا را ۴ گام ،j ≤ ۵ چون .j := j + ۱ = ۴ دهید قرار :۵ گام

دهید قرار :۴ گام

c۱,۴ := v۱, v۴, v۳, v۲, v۵, v۱ = A,D,C,B,E,A

ω۱,۳ := ۴ + ۹ + ۷ + ۶ + ۶ = ۳۲.

ͬ کنیم. م اجرا را ۵ گام ،ω۱,۴ ̸< ω چون



گراف ١٢٠

کنید. اجرا را ۴ گام ،j ≤ ۵ چون .j := j + ۱ = ۵ دهید قرار :۵ گام

دهید قرار :۴ گام
c۱,۵ := v۱, v۵, v۴, v۳, v۲, v۱ = A,E,D,C,B,A.

ω۱,۵ = بنابراین، است. کرده تغییر ها یال شدن طͬ جهت فقط است C مسیر همان مسیر این
.۲۹

اجرا را ٣ گام و i := i + ۱ = ۲ دهید قرار ،j > ۵ چون .j := j + ۱ = ۶ دهید قرار :۵ گام
کنید.

.j := i+ ۲ = ۴ دهید قرار :٣ گام

کنید فرض :۴ گام

c۲,۴ := v۱, v۲, v۴, v۳, v۵, v۱ = A,B,D,C,E,A

ω۲,۴ := ۲ + ۳ + ۹ + ۸ + ۶ = ۲۸.

برگردید. ١ گام به و داده قرار C جای به را c۲,۴ پس ω۲,۴ < ω چون

.ω = ۲۸ و C := v۱, v۲, v۳, v۴, v۵, v۱ = A,B,D,C,E,A کنید فرض :١ گام

.i := ۱ دهید قرار :٢ گام

.j := i+ ۲ = ۳ دهید قرار :٣ گام

دهید قرار :۴ گام

c۱,۳ := v۱, v۳, , v۲, v۴, v۵, v۱ = A,D,B,C,E,A

ω۱,۳ := ۴ + ۳ + ۷ + ۸ + ۶ = ۲۸.

ͬ کنیم. م اجرا را ۵ گام پس ω۱,۳ ̸< ω چون

کنید. اجرا را ۴ گام ،j ≤ ۵ چون .j := j + ۱ = ۴ دهید قرار :۵ گام

دهید قرار :۴ گام

c۱,۴ := v۱, v۴, v۳, v۲, v۵, v۱ = A,C,D,B,E,A

ω۱,۴ := ۸ + ۹ + ۳ + ۶ + ۶ = ۳۲.

ͬ کنیم. م اجرا را ۵ گام پس ω۱,۴ ̸< ω چون

کنید. اجرا را ۴ گام ،j ≤ ۵ چون .j := j + ۱ = ۵ دهید قرار :۵ گام

دهید قرار :۴ گام

c۱,۵ := v۱, v۵, v۴, v۳, v۲, v۱ = A,E,C,D,B,A

ω۱,۵ := ۶ + ۸ + ۹ + ۳ + ۲ = ۲۸.



١٢١ خاص گراف های

اجرا را ٣ گام و i := i + ۱ = ۲ دهید قرار ،j > ۵ چون .j := j + ۱ = ۶ دهید قرار :۵ گام
کنید.

.j := i+ ۲ = ۴ دهید قرار :٣ گام

دهید قرار :۴ گام

c۲,۴ := v۱, v۲, , v۴, v۳, v۵, v۱ = A,B,C,D,E,A

ω۲,۴ := ۲۸.

کنید. اجرا را ۴ گام ،j ≤ ۵ چون .j := j + ۱ = ۵ دهید قرار :۵ گام

دهید قرار :۴ گام

c۲,۵ := v۱, v۲, v۵, v۴, v۳, v۱ = A,B,E,C,D,A

ω۲,۵ := ۲ + ۶ + ۸ + ۹ + ۴ = ۲۹.

اجرا را ٣ گام و i := i + ۱ = ۳ دهید قرار ،j > ۵ چون .j := j + ۱ = ۶ دهید قرار :۵ گام
کنید.

.j := i+ ۲ = ۵ دهید قرار :٣ گام

دهید قرار :۴ گام

c۳,۵ := v۱, v۲, , v۳, v۵, v۴, v۱ = A,B,D,E,C,A

ω۳,۵ := ۲ + ۳ + ۵ + ۸ + ۸ = ۲۶.

برگردید. ١ گام به و داده قرار C جای به را c۳,۵ پس ،ω۳,۵ < ω چون

.ω = ۲۶ و C := v۱, v۲, v۳, v۴, v۵, v۱ = A,B,D,E,C,A کنید فرض :١ گام

.i := ۱ دهید قرار :٢ گام

.j := i+ ۲ = ۳ دهید قرار :٣ گام

دهید قرار :۴ گام

c۱,۳ := v۱, v۳, v۲, v۴, v۵, v۱ = A,D,B,E,C,A

ω۱,۳ := ۴ + ۳ + ۶ + ۸ + ۸ = ۲۹.

ͬ کنیم. م اجرا را ۵ گام پس ω۱,۳ ̸< ω چون

کنید. اجرا را ۴ گام ،j ≤ ۵ چون .j := j + ۱ = ۴ دهید قرار :۵ گام

دهید قرار :۴ گام

c۱,۴ := v۱, v۴, v۳, v۲, v۵, v۱ = A,E,D,B,C,A

ω۱,۴ := ۶ + ۵ + ۳ + ۷ + ۸ = ۲۹.



گراف ١٢٢

کنید. اجرا را ۴ گام ،j ≤ ۵ چون .j := j + ۱ = ۵ دهید قرار :۵ گام

دهید قرار :۴ گام

c۱,۵ := v۱, v۵, v۴, v۳, v۲, v۱ = A,C,E,D,B,A

ω۱,۵ := ۸ + ۸ + ۵ + ۳ + ۲ = ۲۶.

اجرا را ٣ گام و : i = i+ ۱ = ۲ دهید قرار ،j > ۵ چون .j := j + ۱ = ۶ دهید قرار :۵ گام
کنید.

.j := i+ ۲ = ۴ دهید قرار :٣ گام

دهید قرار :۴ گام

c۲,۴ := v۱, v۲, v۴, v۳, v۵, v۱ = A,B,E,D,C,A

ω۲,۴ := ۲ + ۶ + ۵ + ۹ + ۸ = ۳۰.

کنید. اجرا را ۴ گام ،j ≤ ۵ چون .j := j + ۱ = ۵ دهید قرار :۵ گام

دهید قرار :۴ گام

c۲,۵ := v۱, v۲, v۵, v۴, v۳, v۱ = A,B,C,E,D,A

ω۲,۵ := ۲ + ۷ + ۸ + ۵ + ۴ = ۲۶.

اجرا را ٣ گام و i := i + ۱ = ۳ دهید قرار ،j > ۵ چون .j := j + ۱ = ۶ دهید قرار :۵ گام
کنید.

.j := i+ ۲ = ۵ دهید قرار :٣ گام

دهید قرار :۴ گام

c۳,۵ := v۱, v۲, v۳, v۵, v۴, v۱ = A,B,D,C,E,A

ω۳,۵ := ۲ + ۳ + ۹ + ۸ + ۶ = ۲۸.

چون .i := i + ۱ = ۴ دهید قرار ،j > ۵ چون .j := j + ۱ = ۶ دهید قرار :۵ گام
مساله جواب و یافته خاتمه الͽوریتم پس i؛ > n− ۲ = ۳

C := A,B,D,E,C,A,

است. ω := ۲۶ با

است. شده مشخص راست) سمت (گراف ۴ . ٢٠ شͺل در الͽوریتم اجرای نتیجه

٢ . ۴ تمرین

اویلری Qn و Kn,n ، Kn ،Cn های گراف از ͷی کدام ،n مثبت و صحیح عدد کدام برای . ١
هستند.



١٢٣ خاص گراف های

گراف برای اویلری مسیر و کرده استفاده ٣ . ۴ قضیه الͽوریتم از . ٢
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بیابید. را

گراف برای چینͬ پستچͬ مسیر . ٣
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کنید. مشخص را

آنها از ͷی کدام کنید مشخص است. شده داده گرافͬ ͬͽهمسای ماتریس ، ۶ تا ۴ مساله های در
اویلری نیمه یا اویلری مسیر و کرده رسم را گراف آنها برای است. اویلری نیمه کدام و اویلری

بیابید. را

A =



۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰


. ۴

A =



۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰


. ۵



گراف ١٢۴

A =



۲ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۲ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۲ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۲


. ۶

مورد در را خود نظر و کرده رسم را آن متناظر گراف بͽیرید. نظر در را زیر صورت به پل مساله . ٧
نیمه یا اویلری مسیر پاسخ، بودن مثبت صورت در کنید. بیان آن بودن اویلری نیمه یا اویلری

بیابید. ١ . ۴ الͽوریتم از استفاده با را متناظر اویلری

n ≥ ۲ صحیح عدد هر برای Kn کامل گراف و Kn,n کامل دوبخشͬ گراف دهید نشان . ٨
هستند. هامیلتونͬ

دارد؟ وجود هامیلتونͬ مسیر چند Kn,n دوبخشͬ گراف در . ٩

کنید. حل را زیر صورت به دوره گرد فروشنده مساله مناسبی، الͽوریتم از استفاده با . ١٠
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از جفت هر درجه های مجموع هرگاه دارد هامیلتونͬ مسیر راس، n با ساده گرافͬ کنید ثابت . ١١
باشد. n− ۱ غیرمجاور راس های



١٢۵ درخت

درخت ٣ . ۴

همبندی گراف هر ͬ شود. م lͬمعرف ͬ گوییم م درخت آنها به که را گراف ها از خاصͬ حالت بخش این در
درخت هر ͬ شود. م نامیده درخت خلاصه طور به یا درختͬ گراف ͷی نباشد، حلقه ای و دور آن در که
عنوان به ͬ نامند. م جنگل را گرافͬ چنین همبندی، شرط حذف با ͬ دهند. م نشان Tn با را راس n با

هستند: درخت زیر گراف های نمونه،
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برقرار هم درخت ها در خاص حالت در ͬ شوند، م ثابت عمومͬ حالت در که گراف ها خواص از بسیاری
هستند. برقرار درخت ها در تنها که دارند وجود خواصͬ ولͬ هستند،

افزایش گراف مولفه های تعداد آن حذف با که است یالͬ پˀل گراف، ͷی در شد، گفته همچنان که
هستند. پل e۲ و e۱ یال  دو هر زیر، شͺل در ͬ یابد. م
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هستند: معادل هم با زیر گزاره های راس، n با T جنگل برای ٨ . ۴ قضیه

است. درخت ͷی T . ١

دارد. یال n− ۱ و ندارد دوری T . ٢

دارد. یال n− ۱ و است همبند T . ٣

است. پل ͷی یال هر و است همبند T . ۴

ͬ شوند. م وصل هم به فردی به منحصر مسیر با T راس دو هر . ۵

ͬ آید. م وجود به دور ͷی دقیقاً یال، ͷی افزودن با و ندارد دور T . ۶

تعداد برای قضیه کنید فرض استقراء، بر بنا (چرا؟). است برقرار n = ۱ برای قضیه حͺم برهان:
است. برقرار نیز راس n برای حͺم ͬ کنیم م ثابت است؛ برقرار n از کمتر راس های

مولفه های تعداد ،T از دلخواه یال هر حذف با و ندارد دور پس است جنگل ͷی T چون :۲← ۱
واحد ͷی مولفه هر یال های تعداد استقراء، فرض با است. درخت ͷی آن مولفه هر و ͬ یابد م افزایش آن



گراف ١٢۶

یال های تعداد باشند، T از مولفه دو راس های n۲ و n۱ اگر یعنͬ است. آن راس های تعداد از کمتر
با برابراست یال ها کل تعداد بنابراین، است. n۲ − ۱ و n۱ − ۱ ترتیب به آنها

(n۱ − ۱) + (n۲ − ۱) + ۱ = (n۱ + n۲)− ۱ = n− ۱.

تعداد بنابراین، است. دور بدون همبند گراف ͷی آن مولفه هر نباشد، همبند T اگر ۳ ← ۲
T راس های تعداد صورت این در است. آن راس های تعداد از کمتر واحد ͷی مولفه هر راس های

است. متناقض ٢ فرض با که است آن یال های تعداد از کمتر واحد دو حداقل
وجود مولفه دو پس ͬ ماند. م باقͬ یال n − ۲ و راس n با گراف ͷی یال، هر حذف با ۴ ← ۳

است. پل ͷی یال هر یعنͬ دارد.
متصل هم به مسیر ͷی حداقل وسیله به دلخواه راس دو هر پس است، همبند T چون ۵ ← ۴
آنگاه شوند، وصل هم به مسیر) دو (مثلا́ مسیر ͷی از بیش با که باشند موجود راس دو اگر ͬ شوند. م

است. متناقض یال هر بودن پل فرض با این و ͬ آورند م وجود به دور ͷی هم با مسیر دو این
ͷی از بیش با ͬ توان م را دور این روی دلخواه راس دو هر آنگاه باشد، داشته دوری T اگر ۶← ۵
روی که راسͬ دو شود، افزوده T به e یال اگر است. متناقض ۵ فرض با این و کرد وصل هم به مسیر
به منحصر ͬ شود. م تولید دور یال، این افزودن با بودند، متصل هم به مسیری با قبلا́ و دارند قرار e یال
وجود دوری آنگاه باشد، داشته وجود e شامل دور دو اگر که ͬ شود م ناشͬ آنجا از مسیر این بودن  فرد

ندارد. وجود دوری چنین ͬ دانیم م و نیست e شامل که دارد
مولفه ͷی از راسͬ به مولفه ͷی در راس ͷی از یالͬ اگر نیست. همبند T کنید فرض ۱ ← ۶
بوده همبند T پس است. متناقض استقراء فرض با این و ͬ شود نم تولید دوری آنگاه کنیم، اضافه دیͽر

است. درخت ͷی بنابراین و

دارد. یال n− k مولفه، k و راس n با F جنگل ۶ نتیجه

ͷی در پس است، آن یال های تعداد برابر دو گراف، ͷی راس های درجه های مجموع چون ٧ نتیجه
دو حداقل راس، n با درخت هر در بنابراین، است. ۲n − ۲ راس ها درجه  جمع راس، n با درخت

است. موجود ͷی درجه از راس

فراگیر درخت

یال ͷی افزودن با که است G در T مانند درختͬ زیرگراف بزرگ ترین ،G گراف برای فراگیر درخت
درخت باشد، داشته یال m و راس n گراف ͷی اگر که است واضح ͬ شود. م خارج بودن درخت از

است. m ≥ n− ۱ و داشته یال n− ۱ آن متناظر فراگیر
عدد یا دور عدد شود، تولید فراگیر درخت تا کرد حذف باید که گراف ͷی از یال هایی تعداد
تعداد m و راس ها تعداد n ،k مولفه ها تعداد اگر بنابراین، ͬ شود. م داده نشان γ(G) با و نامیده دوری

.γ(G) = m− n+ k آنگاه باشد، گراف یال های

کنید انتخاب را گراف از دوری است. شده داده G گراف فراگیر) درخت (تولید : ٢ . ۴ الͽوریتم
دورهای سایر با را کار همین است. همبند هنوز باقیمانده گراف کنید. حذف را آن یال های از ͬͺی و
در و بوده n−۱ باقیمانده گراف یال های تعداد صورت این در نماند. باقͬ دوری تا دهید انجام گراف

است. G فراگیر درخت همان که است همبند درخت ͷی نتیجه



١٢٧ درخت

بͽیرید: درنظر را زیر گراف ٢١ . ۴ مثال
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حذف گراف این از را یال چهار باید فراگیر درخت ایجاد برای دارد. یال نه و راس شش گراف این
صورت به باقیمانده گراف کنید. حذف را {۱,۲} یال ۱,۳,۶,۵,۲,۱ دور در کنیم.
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ͬ شود. م تولید زیر گراف کنید. حذف را {۱,۳} یال باقیمانده، گراف از ۱,۴,۳,۱ دور در است.
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داریم: کنید. حذف را {۴,۶} یال و گرفته نظر در را ۱,۴,۶,۱ بعدی دور
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گراف ١٢٨

درخت حذف، برای {۴,۳} یال انتخاب با و است ۱,۴,۳,۶,۱ باقیمانده دور تنها گراف، این در
صورت به گراف این فراگیر

•۱

•۲

•۳

•۴

•۵

•۶
OOO

OOO
O
















ͬ شود. م تولید

ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون را بعدی قضیه ،Kn کامل گراف برای فراگیر درخت های تعداد مورد در

دارد. فراگیر درخت nn−۲ ،Kn کامل گراف (کایل١٠ͬ) [۵] ٩ . ۴ قضیه

از الͽوریتم این در ͬ کنیم. م بیان فراگیر درخت تولید برای دیͽری الͽوریتم بخش، این ادامه در
است. اجرا قابل رایانه با و شده استفاده ͬͽهمسای ماتریس

:i = ۱ دهید قرار ٣ . ۴ الͽوریتم

از راس ͷی انتخاب با متناظر ͬͽهمسای ماتریس از سطر هر (انتخاب کنید انتخاب را i راس :١ گام
است). گراف

.j = ۱, . . . , n و aij ̸= ۰ آن در که کنید مشخص را j مقدار کوچͷ ترین :٢ گام

فراگیر، درخت در شده انتخاب بعدی راس شود. انتخاب ٢ گام در aik درایه کنید فرض :٣ گام
را i ستون و سطر درایه های تمامͬ ͬͽهمسای ماتریس در است. {i, k} متناظر یال و k راس

دهید. قرار صفر

تولید فراگیر درخت آنگاه شده است، تبدیل صفر به ͬͽهمسای ماتریس درایه های تمامͬ اگر :۴ گام
برگردید. ٢ گام به و i = k دهید قرار صورت این غیر در شده است.

کنید. مشخص را متناظر فراگیر درخت و کرده اجرا زیر گراف روی را ٣ . ۴ الͽوریتم ٢٢ . ۴ مثال
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Arthur Cayley (1821-1895)١٠



١٢٩ درخت

صورت به گراف این ͬͽهمسای ماتریس : حل

A =



۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰


۱,۲ ͬ شوند. م اختیار ١و٢ راس اول، مرحله در
۱,۲,۶ ͬ شود. م انتخاب ۶ راس دوم، مرحله در
۱,۲,۶,۴ ͬ شود. م انتخاب ۴ راس سوم، مرحله در
۱,۲,۶,۴,۵ ͬ شود. م انتخاب ۵ راس چهارم، مرحله در
۱,۲,۶,۴,۵,۳ ͬ شود. م انتخاب ٣ راس پنجم، مرحله در
۱,۲,۶,۴,۵,۳,۷ ͬ شود. م انتخاب ٧ راس ششم، مرحله در
تنها بعدی شͺل در ͬ کند. م مشخص را فراگیر درخت آخر، مرحله در انتخاب شده راس های دنباله

شده اند. رسم درخت این یال های
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♢

مینیمال فراگیر درخت

درخت باشد، داشته را وزن مجموع کمترین که فراگیری درخت است. وزن دار G گراف کنید فرض
ͬ نامند. م G گراف بهینه درخت یا مینیمال فراگیر

ͬ کنیم. م بیان مینیمال فراگیر درخت تولید برای الͽوریتم دو ادامه در

بͽیرید. نظر در nراس Eو یال های مجموعه با Gرا همبند گراف کروسͺال١١:[٢١] ۴ . ۴ الͽوریتم

است. کمترین w(e۱) که کنید انتخاب چنان را G گراف از نباشد) (طوقه e۱ یال :١ گام

که: کنید مشخص چنان را ei+۱ یال شده اند، انتخاب e۱, e۲, . . . , ei یال های اگر :٢ گام

ندهد. تشͺیل دور e۱, e۲, . . . , ei, ei+۱ یال های از آمده دست به زیرگراف •
باشد. کمترین w(ei+۱) نشده، انتخاب یال های بین در •

برگردید. ٢ گام به صورت این غیر در شوید. متوقف شده است، انتخاب یال n− ۱ اگر :٣ گام
Joseph. B. Kruskal (1928-2010) ١١



گراف ١٣٠

گراف برای مینیمال فراگیر درخت کروسͺال، الͽوریتم از استفاده با ٢٣ . ۴ مثال
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بیابید. را

دوم، گام در .w(e۱) = ۲ داریم و ͬ شود م انتخاب e۱ = {v۱, v۲} یال اول گام در : حل
{v۱, v۴} وزن کمترین با بعدی یال است. w(e۲) = ۳ آن وزن که ͬ شود م اختیار e۲ = {v۲, v۳}
w(e۳) = ۵ وزن با e۳ = {v۴, v۵} یال پس ͬ آید. م وجود به دور ͷی یال، این انتخاب با ولͬ است
است عبارت مینیمال فراگیر درخت یال ها، انتخاب ادامه و ۴ . ۴ الͽوریتم از استفاده با ͬ شود. م انتخاب

از:
•A

•E

•D
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•B

۲
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♢ است. w = ۲ + ۳ + ۵ + ۷ = ۱۷ درخت این وزن

گردید. ارائه [٢٨] پرایم١٢ توسط ١٩۵۶ سال در بعدی الͽوریتم

بͽیرید. نظر در راس n و E یال های مجموعه با را G همبند گراف ۵ . ۴ الͽوریتم

را T مینیمال فراگیر درخت ،i از شروع با است. G گراف از دلخواهͬ راس i کنید فرض :١ گام
ͬ کنیم. م تولید

راس ولͬ بوده، متصل T راس های از ͬͺی به که است وزن حداقل با G از یالͬ e کنید فرض :٢ گام
کنید. اضافه درخت به را یال این ندارد. قرار T در آن دیͽر

برگردید. ٢ گام به صورت این غیر در شوید. متوقف شده است، انتخاب یال n− ۱ اگر :٣ گام
Robert C. Prim (1921 - )١٢



١٣١ درخت

ͬ شود. م تولید دیͽر بار مولد درخت همان کنید. حل پرایم الͽوریتم با را ٢٣ . ۴ مثال ٢۴ . ۴ مثال

راه آهن شبͺه ͷی ͬ خواهیم م کنید فرض ͬ پردازیم. م مینیمال فراگیر درخت از کاربردی بیان به حال
کمترین با یال ها از درختͬ ͬ خواهیم م مسیرها، احداث زیاد هزینه به توجه با کنیم. احداث شهر n بین
فراگیر درخت با مساله این جواب کند. متصل هم به را شهرها تمامͬ که طوری کنیم، احداث هزینه
احداث هزینه را یال هر وزن و ͬ کنیم م متناظر راس ͷی با را شهر هر اینجا در ͬ شود. م مشخص مینیمال
احداث برای ͬ توان م را موضوع همین ͬ کنیم. م فرض یال) انتهایی گره (دو شهر دو بین راه آهن مسیر

برد. کار به نیز شهری متروی شبͺه ساخت یا و تلفن، و برق انتقال خطوط
کوتاه ترین شدید. آشنا مسیر کوتاه ترین مفهوم با چینͬ پستچͬ مساله در فصل؛ این دوم بخش در
وزن مجموع که حالͬ در ͬ کند م متصل هم به را راس دو این که است مسیری B و A راس دو بین مسیر
را کارآمدی الͽوریتم بخش، این ادامه در است. کمترین مسیرها سایر به نسبت مسیر این روی یال های
ͷی ضمن را الͽوریتم مساله، بهتر درک برای ͬ کنیم. م بیان راس دو بین مسیر کوتاه ترین یافتن برای

ͬ کنیم. م تشریح مثال

برای و است شده داده کالا حمل پایان و آغاز نقطه نقل، و حمل شبͺه ͷی در کنید فرض ٢۵ . ۴ مثال
یا ‐ مسیر طͬ برای متفاوت زمان های (یا متفاوت مسافت های با مختلف مسیرهای مقصد، به رسیدن
اعداد و است شده آورده زیر شͺل در شبͺه این دارد. وجود مختلف) مسیرهای در متفاوت هزینه های
است. مقصد L راس و مبدا A راس است. هزینه) یا (زمانͬ مͺانͬ فاصله همان یال ها روی شده نوشته

بیابید. را L به A از مسیر کوتاه ترین
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به را مسیری است کافͬ آورد. دست به مساله جواب برای بالایی کران ͬ توان م سادگͬ به : حل
مسیر مثال عنوان به کرد. محاسبه را مسیر این روی یال های وزن مجموع و کرده انتخاب تصادف
برای زیر الͽوریتم است. w = ۳ + ۵ + ۳ + ۵ + ۵ = ۲۱ وزن با مسیری A,B,D,G, J, L

ͬ شود. م ارائه مساله حل
مسیر کوتاه ترین دهنده نشان که ͬ گیریم م نظر در را L(v) مانند عددی ،v دلخواه راس با متناظر
از ͬͺی به ͬ توان م A راس از .L(A) = ۰ کنید فرض ،A راس برای است. v راس به A راس از

از: عبارتند آنها موقت برچسب که کرد حرکت E یا C ،B راس های

B −→ L(B) = L(A) + ۳ = ۳
C −→ L(C) = L(A) + ۲ = ۲
E −→ L(E) = L(A) + ۹ = ۹



گراف ١٣٢

است. A,C متناظر مسیر و است L(C) = ۲ آنها کمترین
متناظر موقت برچسب های .F و E راس های یعنͬ است. C راس مجاور راس های مشاهده بعدی؛ گام

از: عبارتند راس ها این

E −→ L(E) = L(C) + ۶ = ۲ + ۶ = ۸
F −→ L(F ) = L(C) + ۹ = ۲ + ۹ = ۱۱

پس .L(B) = ۳ و شویم وارد E راس به نیز B راس از ͬ توانستیم م که کنید توجه

L(E) = min {L(C) + ۶, L(A) + ۹, L(B) + ۴}
= min {۸,۹,۷} = ۷.

.A,B,E از است عبارت متناظر مسیر و بوده E راس دایمͬ برچسب L(E) = ۷ بنابراین،
از: عبارتند H و F ،D راس های موقت برچسب های

L(D) = ۸, L(F ) = L(C) + ۹ = ۱۱, L(H) = L(E) + ۲ = ۹.

صورت این در شد. وارد F راس به نیز H راس از ͬ توان م که کنید توجه

L(F ) = min {L(C) + ۹, L(H) + ۱} = min {۱۱,۱۰} = ۱۰.

ͬ توان م نیز E یا D راس دو از ͬͺی از هستند. ۹ و ۱۰ ،۸ ترتیب به H و F ،D دائمͬ برچسب پس
از: است عبارت G موقت برچسب پس شد. وارد G راس به

L(G) = min {L(D) + ۳, L(E) + ۱} = min {۸ + ۳,۷ + ۱} = ۸.

از: است عبارت I راس موقت برچسب همچنین،

L(I) = min {L(F ) + ۲, L(H) + ۶} = min {۱۰ + ۲,۹ + ۶} = ۱۲.

از: است عبارت K موقت برچسب ترتیب، همین به

L(K) = min {L(I) + ۲, L(H) + ۶} = min {۱۲ + ۲,۹ + ۶} = ۱۴.

صورت به راس ها دائمͬ برچسب های نهایت در دهیم، ادامه فوق روال طبق را برچسب ها محاسبه اگر
ͬ آیند. م دست به زیر

L(A) = ۰ L(B) = ۳ L(C) = ۲ L(D) = ۸
L(E) = ۷ L(F ) = ۱۰ L(G) = ۸ L(H) = ۹
L(I) = ۱۲ L(J) = ۱۲ L(K) = ۱۴ L(L) = ۱۷.

.A,B,E,H, F, I,K,L ,A,B,E,Gو J, L از عبارتند ۱۷ وزن با L به A از مسیر کوتاه ترین دو
شده اند. داده نشان پر خط با زیر گراف در اول مسیر دارد؟ وجود وزن این با دیͽری مسیر آیا



١٣٣ درخت

♢
است ممͺن است، درخت ͷی صورت هر در ،L راس به A راس از حاصل مسیر این که به توجه با
هر کرد. استفاده مینیمال فراگیر درخت از مسیر کوتاه ترین یافتن برای ͬ توان م که رسد نظر به چنین
بدان این ولͬ دارد، وجود B و A راس دو بین مینیمال فراگیر درخت روی فردی به منحصر مسیر چند
کوتاه ترین که دارند وجود نمونه هایی است. راس دو هر بین مسیر کوتاه ترین مسیر این که نیست معنͬ

ͬ شود. م مشخص بهینه درخت روی از که است مقداری از کمتر مقصد و مبدا بین مسیر
٣ . ۴ تمرین

دارد؟ متمایز فراگیر درخت چند یال m و راس n با همبند گراف . ١

کنید. پیدا مینیمال فراگیر درخت ͷی از بیش با گرافͬ . ٢

شماره گذاری ۰,۱,۲, . . . , n−۱ شماره های با ترتیب به که بͽیرید نظر در nراس با گراف ͷی . ٣
گراف n = ۴ و n = ۳ برای است. |u − v| برابر {u, v} یال وزن کنید فرض شده اند.
حالت برای را مینیمال فراگیر درخت بیابید. را مینیمال فراگیر درخت و کنید رسم متناظری

بیابید. راس n کلͬ

کنید. حل است، w({u, v}) = u+ v که حالتͬ برای را قبلͬ مساله . ۴

باشد، داشته را وزن ها مجموع حداکثر که درختͬ یعنͬ ماکزیمال، فراگیر درخت برای الͽوریتمͬ . ۵
کرد. ارائه آن برای ͬ توان م اقتصادی تعبیر چه دهید. ارائه

دهید نشان هستند. متمایز یال ها وزن آن در که است همبند وزن دار گراف ͷی G کنید فرض . ۶
است. فرد به منحصر G گراف مینیمال فراگیر درخت

درخت n دقیقاً که دارد وجود وزن داری همبند گراف ،n ≥ ۲ صحیح عدد هر برای دهید نشان . ٧
دارد. متمایز مینیمال فراگیر

را مینیمال فراگیر درخت و کرده استفاده پرایم یا کروسͺال الͽوریتم های از زیر، گراف های در . ٨
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آورید. دست به
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با یال ها تمامͬ که است چنین مینیمال فراگیر درخت کردن مشخص برای دیͽری الͽوریتم . ٩
باید گراف، از یال حذف در بماند. باقͬ یال n − ۱ تا کنیم حذف گراف در را وزن بیشترین
تمرین گراف های روی را الͽوریتم این شود. حفظ باقیمانده گراف همبندی تا باشیم مراقب
قبلͬ آمده دست به درخت های با را آمده دست به مینیمال فراگیر درخت های و دهید انجام قبلͬ

کنید. مقایسه

یال ١١ با درختͬ ساختار از استفاده با را نقاط این است. شده داده نقطه ١٢ بعدی، شͺل در . ١٠
خواهید نیاز کش خط (به شود کمینه شده رسم خطوط طول کل که طوری کنید وصل هم به



١٣۵ جستجو الͽوریتم های و دودویی درخت های

داشت).
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{۱,۲,۳,۴,۵} رئوس  مجموعه با گرافͬ برای فراگیر درخت ١٢۵ ،٩ . ۴ قضیه به توجه با . ١١
ͷی در درخت دو که طوری کنید افراز هم ارزی کلاس های به را درخت ها این دارد. وجود
هر اعضای تعداد و هم ارزی کلاس های تعداد باشند. یͺریخت اگر فقط و اگر هستند کلاس

کنید. معین راس ها نام گذاری مختلف روش های تعداد گرفتن نظر در با را کلاس

کنید. مشخص زیر گراف در را D به A از مسیر کوتاه ترین . ١٢
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جستجو الͽوریتم های و دودویی درخت های ۴ . ۴

کاربردهایی و کرده مطالعه را دودویی درخت های خاص حالت در و جهت دار درخت های بخش، این در
ͬ کنیم. م بیان را جستجو الͽوریتم های در دودویی درخت های از

درخت باشد. داشته نیز را بودن درخت شرط که است جهت دار گراف ͷی جهت دار درخت
در v دیͽر راس هر برای که طوری به باشد موجود r مانند راسͬ هرگاه گویند ریشه دار را T جهت دار

باشد. موجود v به r از مسیری T
درخت ͷی چپ، سمت جهت دار درخت . ͬ دهد م نشان را جهت دار درخت دو ۴ . ٢١ شͺل

ندارد. ریشه راست سمت جهت دار درخت که حالͬ در است r ریشه با ریشه دار
است: متداول زیر قاعده رعایت ،T ریشه دار درخت ͷی رسم در

ریشه دار: درخت رسم قاعده

مجاور راس های ͬ نامند. م صفر تراز را آن و داده قرار نقطه پایین ترین) (یا بالاترین در را ریشه
راس هایی تمامͬ گویند. اول تراز را آن و ͬ دهند م قرار (بالاتر) پایین تر تراز ͷی در را r ریشه با
راس هر کلͬ، حالت در ͬ گیرند. م قرار دوم تراز در باشند، مجاور اول تراز راس های از ͬͺی با که

است. مجاور ‐ام (k − ۱) تراز از راس ͷی با دقیقا ، ‐ام k تراز از
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جهت دار درخت دو :٢١ . ۴ شͺل

است. شده ترسیم فوق الذکر قواعد رعایت با دیͽر بار ۴ . ٢١ شͺل در شده ارائه ریشه دار درخت
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نظر در را زیر تعریف ابتدا ͬ کند. م ارائه جهت دار درخت بودن ریشه دار برای را آزمونͬ بعدی قضیه
بͽیرید.

برابر راس آن خروجͬ یال های و ورودی یال های مجموع با راس هر درجه جهت دار، گراف ͷی در
نشان deg−(v) یا id(v) با و نامیده راس آن ورودی درجه را v راس به ورودی یال های تعداد است.
نشان deg+(v) یا od(v) با و نامیده آن خروجͬ درجه را v راس از خروجͬ یال های تعداد و ͬ دهند م

که است واضح ͬ دهند. م

deg(v) = id(v) + od(v) = deg−(v) + deg+(v).

باشد، موجود T در r مانند راسͬ اگر فقط و اگر است ریشه دار T جهت دار درخت ١٠ . ۴ قضیه
.id(v) = ۱ باشیم داشته ،v مانند T دیͽر راس های تمامͬ برای و id(r) = ۰ که طوری

(متمایز v کنید فرض .id(r) = ۰ آنگاه است. r ریشه با ریشه دار درخت ͷی T کنید فرض برهان:
صورت این در دارد. قرار (i > ۰) i‐ام تراز در v کنید فرض نیز، و بوده T از دلخواه راسͬ (r از

.id(v) = ۱ پس است. شده منشعب −i‐ام ۱ تراز از راس ͷی از دقیقاً



١٣٧ جستجو الͽوریتم های و دودویی درخت های

راس هر ازای به و است id(r) = ۰ با r راس شامل جهت دار درخت ͷی T کنید فرض برعکس،
راسͬ پس ،id(u۱) = ۱ چون باشد، r از متمایز T از راسͬ u۱ اگر .id(v) = ۱ داریم ،v دیͽر
آنگاه ،u۲ ̸= r اگر ͬ شود. م منشعب راس آن از u۱ و بوده u۱ با مجاور که است موجود u۲ مانند
دنباله ͷی آغاز u۱, u۲, u۳ راس های است. شده منشعب آن از u۲ که است موجود u۳ مانند راسͬ

هستند.
زیرا هستند، متمایز دنباله این راس های تمامͬ ͬ دهیم. م ادامه است امͺان پذیر که آنجا تا را دنباله این
راس های دنباله آنگاه باشند متمایز ui, ui+۱, . . . , uj−۱ راس های و باشد ui = uj ،i < j برای اگر

ui, ui+۱, . . . , uj−۱, uj = ui

مثلا است. متناهͬ مذکور دنباله پس است. غیر ممͺن این و است دور ͷی

u۱, u۲, . . . , un

u۱ به r از مسیری بنابراین و un = r پس است، id(r) = ۰ ورودی درجه ،r راس در تنها چون
ͬ شود. م کامل قضیه برهان ترتیب این به است. موجود

است. به فرد منحصر وجود صورت در جهت دار، درخت ͷی ریشه که ͬ دهد م نشان قضیه این
پایین در ترازها بقیه و گرفته قرار بالا در ریشه که که کرد رسم چنان را ریشه دار درخت هر ͬ توان م چون
ͬ کنیم م فرض و کرده خودداری یال ها روی جهت رسم از دار ریشه درخت های رسم در پس بͽیرند، قرار

هستند. پایین به رو یال ها تمامͬ جهت 

موثر جستجوی و مرتب  سازی الͽوریتم های

هدف و است شده داده اشیا از گردایه ای است. رایانه علوم در مهم موضوع دو مرتب سازی و جستجو
اشیا این بین در شͬ این که این کردن مشخص یا و داده ها این بین در خاص شͬ یافتن برای جستجو ما
این با متناظر داده های ͬ خواهیم م جستجو هنگام و دارند کلیدی مقادیر اشیا این معمولا ندارد. وجود
را آن ͬ خواهیم م (که نام ها از گردایه ای تلفن، کتاب ͷی مثال عنوان به کنیم. بازیابی را کلیدی مقادیر
فقط کتاب از بخش این در است. بدانیم) فرد این از ͬ خواهیم م که چیزی (آن تلفن شماره و بیابیم)
از اشخاص هدف که باشیم داشته نظر در باید و بیابیم را کلیدی مقادیر که ͬ دهیم م توضیح را روشͬ

است. کلیدی مقادیر این با متناظر جانبی اطلاعات آوردن دست به جستجو،
درخت ͷی T کنید فرض شویم. آشنا اصطلاح چند با است لازم جستجو، روش های بررسͬ از قبل
v از پایین تر ترازی در u راس و باشد u راس با مجاور ،T درخت از v مانند راسͬ اگر است. ریشه دار
، ١۶٣ صفحه گراف در مثال، عنوان به ͬ نامند. م u والد را v و v فرزند را u آنگاه باشد، داشته قرار

است. y والد x و x فرزند z
نامند، w جد را v) گویند v راس وارث را w راس است. ریشه دار درخت ͷی T کنید فرض
صفحه ریشه دار درخت در مثال، عنوان به باشد. داشته قرار v پایین در T در w به v از مسیری اگر
تمامͬ که t, v, a از است عبارت مسیر این و دارد وجود a به t از مسیری زیرا، است t وارث a ،١۶٣
از t, r, x, y مسیر زیرا نیست. t وارث y که حالͬ در هستند. واقع t راس زیر در مسیر این راس های

ندارند. قرار t پایین در که ͬ شود م شامل را راس هایی y راس به t راس
ورثه های تمامͬ و v راس با که زیردرختͬ بͽیرید. نظر در ریشه دار درخت ͷی در را v مانند راسͬ
ریشه با T ماکزیمال زیردرخت را زیردرخت این است. ریشه دار درخت ͷی خود ͬ شود، م مشخص آن
ریشه با ،١۶٣ صفحه در شده داده ریشه دار درخت ماکزیمال زیردرخت ،۴ . ٢٢ شͺل در ͬ نامند. م v
والد ͷی تنها کدام هر راس ها بقیه و ندارد والد ریشه ریشه دار، درخت ͷی در پس است. شده رسم t



گراف ١٣٨

•t

•v •s

•a

����
��
��

��/
//
//
/

����
��
��

ماکزیمال زیردرخت :٢٢ . ۴ شͺل
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دودویی ریشه دار درخت های از نمونه هایی :٢٣ . ۴ شͺل

را راس ها بقیه و شده نامیده (برگ) معلق یا آویزان راس باشد، نداشته فرزندی هیچ که راسͬ دارد.
ͬ نامند. م میانͬ راس

و ͬ شود م نامیده دودویی درخت باشد، داشته فرزند دو حداکثر آن راس هر که ریشه داری درخت
در را راست فرزند دودویی، درخت ͷی رسم هنگام ͬ گویند. م چپ فرزند یا راست فرزند را فرزند هر
۴ . ٢٣ شͺل دو ͬ کنند. م رسم ریشه پایین و چپ سمت در را چپ فرزند و ریشه پایین و راست سمت

هستند. دودویی ریشه دار درخت های از نمونه هایی
کنید فرض ͬ دهیم. م ارائه آن حل برای الͽوریتم هایی و کرده بیان را مساله ای بحث، ادامه در
این در خاصͬ کلمه آیا که کنیم مشخص ͬ خواهیم م و است شده داده کلمات از الفبایی فهرست ͷی
جستجوی هدف، و است شده داده پرواز ͷی مسافران فهرست کنید فرض مثلا́ نه. یا دارد قرار فهرست

است: این سوال است. اسامͬ این بین در خاصͬ نام

دهیم؟» انجام روشͬ چه به را «جستجو

مورد مسافر نام یافتن تا ترتیب، به و کرده آغاز فهرست ابتدای را جستجو که است این روش ساده ترین
اغلب را الͽوریتم این برسیم. فهرست پایان به یا و بیابیم را مسافر نام است ممͺن دهیم. ادامه نظر
فهرست i‐ام مͺان در موجود کلمه دهنده w(i)نشان کنید فرض ͬ نامند. م ترتیبی جستجوی الͽوریتم



١٣٩ جستجو الͽوریتم های و دودویی درخت های

از: عبارتند الفبایی ترتیب به کلمات این آنگاه باشد، داشته وجود کلمه n فهرست این در اگر است.

w(۱), w(۲), . . . , w(n).

است: این سوال است، KEY کلمه جستجوی هدف اگر

است؟» درست w(k) = KEY ، ۱ ≤ k ≤ n برای «آیا

ترتیبی جستجوی الͽوریتم ۶ . ۴ الͽوریتم

. k = ۱ دهید قرار اول گام

شود. متوقف عملیات و است مثبت جواب آنگاه، w(k) = KEY اگر دوم گام

ندارد. وجود فهرست در کلمه ای چنین شود. متوقف عملیات ، k = n اگر سوم گام

برگردید. دوم گام به و دهید افزایش واحد ͷی را k چهارم گام

قابل عمل در ولͬ است ساده الͽوریتم این است. n الͽوریتم این در جستجو مراحل تعداد حداکثر
برای مفیدتر روش های ͬ یابد. م افزایش خطͬ طور به جستجو زمان ،n مقدار افزایش با نیست. استفاده

است. دودویی جستجوی الͽوریتم های جستجو،
متناظر دودویی درخت ͷی راس های با را نظر مورد فهرست ابتدا دودویی، جستجوی روش در
ͬ کنیم. م معرفͬ را جستجو روش سه بخش این در ͬ دهیم. م انجام درخت روی را جستجو و داده قرار

پیش ترتیب) (جستجوی ٧ . ۴ الͽوریتم

کنید. مشخص را ریشه اول گام

کنید. مشخص پیش ترتیب، جستجوی الͽوریتم با را چپ زیردرخت دوم گام

کنید. مشخص پیش ترتیب، جستجوی الͽوریتم با را راست زیردرخت سوم گام

بͽیرید: نظر در را زیر گراف ٢۶ . ۴ مثال
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ͬ شود. م مرتب زیر صورت به مذکور فهرست پیش ترتیب، الͽوریتم از استفاده با

A, [B,D], [ [C, [E,G], [F,H, I] ].



گراف ١۴٠

است: شده داده زیر الفبایی فهرست ٢٧ . ۴ مثال

w(۱) = ARROW w(۲) = BALL
w(۳) = CAR w(۴) = DOOR
w(۵) = FOOT w(۶) = HAND
w(۷) = LADDER w(۸) = NET
w(۹) = PAN w(۱۰) = TENT

دارد؟ وجود فهرست این در DOOR کلمه آیا

چون ͬ کنیم. م متناظر دودویی درخت ͷی راس های با را آنها ابتدا سوال، این به دادن پاسخ برای : حل
پس .k = [n+۱

۲ ] آن در که ͬ کنیم م مشخص w(k) ،k شماره با را ریشه است، n راس ها کل تعداد
کلمه ای ،( Hand (کلمه FOOT کلمه راست فرزند است. درخت ریشه w(۵) = FOOT کلمه
، FOOT کلمه چپ فرزند گیرد. قرار FOOT کلمه از بعد فهرست، این در ͬ خواهیم م که است
دودویی درخت روش، این ادامه با گیرد. قرار FOOT از قبل فهرست در ͬ خواهیم م که است کلمه ای

ͬ آید. م دست به زیر

FOOT

BALL

ARROW CAR

DOOR

NET

HAND PAN

LADDER TENT
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تعداد m آن در که ͬ شود م مشخص k̄ = [m+۱
۲ ] از استفاده با ریشه زیردرخت، هر در که کنید توجه

است. زیردرخت آن راس های
ͬ کنیم. م عمل زیر صورت به سوال، پاسخ یافتن برای پیش ترتیب الͽوریتم از استفاده با اینک

کنید. اجرا را دوم گام پس است منفͬ جواب چون w(۵)؟ = DOOR آیا اول مرحله

ͬ کنیم. م جستجو الͽوریتم همان با را چپ زیردرخت پس ،DOOR < FOOT چون دوم مرحله
ͬ کنیم. م حرکت CAR راس سمت به پس ،DOOR > BALL چون

در DOOR کلمه پس ͬ شود. نم ختم DOOR کلمه به CAR ریشه با راست زیردرخت سوم مرحله
ندارد. وجود فهرست این

جستجوی الͽوریتم در که حالͬ در شد. کنترل کلمه سه تنها الͽوریتم این اجرای که ͬ شود م ملاحظه
♢ است. لازم کلمات کنترل بار چهار ترتیبی،

چند انجام با .(١٨ عدد (مثلا́ ͬ شود م انتخاب دلخواه به عددی ،۲۰ تا ١ اعداد بین از ٢٨ . ۴ مثال
کرد؟ پیدا را عدد این ͬ توان م نه، و آری پاسخ با سوال



١۴١ جستجو الͽوریتم های و دودویی درخت های

(چرا). است چنین درخت این ͬ کنیم. م متناظر دودویی درخت ͷی در را اعداد ابتدا : حل
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♢ است. کافͬ سوال سه تنها سوال این به پاسخ برای پیش ترتیب، الͽوریتم از استفاده با

پس ترتیب) (جستجوی ٨ . ۴ الͽوریتم

کنید. مشخص پس ترتیب، جستجوی الͽوریتم با را چپ زیردرخت اول گام

کنید. مشخص پس ترتیب، جستجوی الͽوریتم با را راست زیردرخت دوم گام

کنید. مشخص را ریشه سوم گام

کنید. مرتب پس ترتیب الͽوریتم اساس بر را ٢۶ . ۴ مثال دودویی درخت راس های ٢٩ . ۴ مثال

از: است عبارت راس ها کردن مشخص در نظر مورد ترتیب : حل

[D,B], [ [G,E], [H, I, F ], C], A.

♢

میان ترتیب) (جستجوی ٩ . ۴ الͽوریتم

کنید. مشخص میان ترتیب، جستجوی الͽوریتم با را چپ زیردرخت اول گام

کنید. مشخص را ریشه دوم گام

کنید. مشخص میان ترتیب، جستجوی الͽوریتم با را راست زیردرخت سوم گام

کنید. مشخص میان ترتیب الͽوریتم اساس بر را ٢۶ . ۴ مثال دودویی درخت راس های ٣٠ . ۴ مثال



گراف ١۴٢

از: است عبارت راس ها کردن مشخص در نظر مورد ترتیب : حل

[D,B], A, [ [G,E], C, [H,F, I] ].

♢
برخͬ در ریاضͬ اعمال اجرای در اولویت بندی و جبری عبارت های نوشتن در پیش ترتیب روش
اساس بر ریاضͬ اَعمال انجام که است چنان مدارها طراحͬ و ͬ رود م کار به جیبی حساب های ماشین

جبری عبارت مثال، عنوان به است. پیش ترتیب الͽوریتم

(((۳× ۴)− ۵)ˆ۲)− ((۶× ۷) + ۱)

حساب هایی ماشین در بͽیرید. نظر در را است، شده گرفته نظر در توان عمل انجام برای ˆ آن در که
دادن فشار ترتیب عبارت، این محاسبه برای ͬ کنند، م استفاده [۴] معکوس١٣ لهستانͬ نماد روش از که

باشد: زیر صورت به باید دگمه ها

۵,−,۲,×,۳,۴, ˆ,۶,۷,×,۱,+,−

است: زیر صورت به پیش ترتیب الͽوریتم با متناظر دودویی درخت و

−

^

۲−

×

۳ ۴

۵

+

×

۷۶

۱
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99

KKK
KKK

KKK
KK
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99
99

99

99
99

99

99
99

99

ͬ کند. م استفاده جبری عبارت های نوشتن برای روش این از نیز [٢٩] FORTH برنامه نویسͬ زبان
کردن مشخص برای معکوس، لهستانͬ نماد در کنید). (تحقیق است ۶ عبارت این حاصل بنابراین،

نیست. پرانتز از استفاده به نیازی عمل ها اجرای اولویت
اعضای دادن قرار کردن، مرتب از منظور است. کردن مرتب جستجو، روش های از دیͽری کاربرد
کلمات)، تعدادی (یا اعداد از مجموعه ای در مثال، عنوان به است. خاص ترتیب ͷی در دنباله ͷی
در کلمات دادن قرار (یا نزولͬ یا صعودی ترتیب در آنها دادن قرار یعنͬ اعداد کردن مرتب از منظور

ͬ دهیم. م انجام بعدی مثال در را کار این بهتر، توصیف برای الفبایی). ترتیب

کنید: مرتب صعودی صورت به را زیر اعداد ٣١ . ۴ مثال

۶,۲,۹,۴,۱۵,۱,۱۲,۷,۲۰,۱۰,۳,۱۱.

ͬ کنیم. م عمل الͽوریتمͬ صورت به اعداد این کردن مرتب برای : حل

Reverse Polish Notation١٣



١۴٣ جستجو الͽوریتم های و دودویی درخت های

دهید. قرار دودویی درخت ریشه در را عدد اولین اول گام

بخوانید. اعداد لیست در را بعدی عدد دوم گام

در صورت، این غیر در و چپ زیردرخت در باشد، ریشه از کوچͷ تر شده خوانده عدد اگر سوم گام
کنید. متصل ریشه به راست زیردرخت

زیردرخت ها این برای را سوم گام باشند، ریشه خود راست، زیردرخت یا چپ زیردرخت اگر چهارم گام
دهید. انجام

درخت راس های میان ترتیب، الͽوریتم از استفاده با آنگاه شده اند، خوانده اعداد تمامͬ اگر پنجم گام
برگردید. دوم گام به صورت این غیر در کنید. مشخص را

خود رشد مقدار حداکثر به و کرده رشد دودویی درخت الͽوریتم، این اجرای با که باشید داشته توجه
زیر صورت به ͬ آیند م وجود به کردن رشد با که درخت هایی دنباله الͽوریتم، این اجرایی با ͬ رسد. م

است:

•۶

(a)

•۶

•۲
(b)
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•۲ •۹
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گراف ١۴۴

•۶

•۲

•۱ •۴
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•۷ •۱۵
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کردن مشخص و جستجو میان ترتیب، الͽوریتم از استفاده با اینک است. (ℓ) نهایی دودویی درخت
داریم: ͬ دهیم. م انجام را درخت راس های

۱,۲,۳,۴,۶,۷,۹,۱۰,۱۱,۱۲,۱۵,۲۰,

♢ است. صعودی دنباله ͷی این و
دیͽر روش های از که گرفت نظر در چنان را درخت ایجاد و راس ها زدن برچسب روش ͬ توان م
روش از فوق الذکر کردن مرتب روش سرعت باشید، داشته توجه کرد. استفاده مرتب سازی و جستجو

است. بیشتر مراتب به ترتیبی جستجوی
۴ . ۴ تمرین

راس هر ریشه دار، درخت ͷی در اگر کنید. تعریف را نوه و پدربزرگ ریشه دار، درخت ͷی در . ١
است؟ چند راس ͷی برای نوه ها تعداد حداکثر آنگاه باشد، داشته فرزند m حداکثر

ارتفاع باشد، موجود h تراز از راسͬ ریشه دار، درخت هر در که h صحیح عدد بزرگ ترین . ٢
راس های تعداد و h ارتفاع با دودویی درخت ͷی T کنید فرض ͬ شود. م گفته ریشه دار درخت

صورت این در است. p

h+ ۱ ≤ p ≤ ۲h+۱ − ۱

h ≥ [log۲
p+ ۱

۲ ]. (١ . ۴)

h − ۱ یا h تراز در آویزان راس هر هرگاه گویند متوازن را h ارتفاع با ریشه دار درخت ͷی . ٣
تبدیل تساوی به متوازن درخت برای (١ . ۴) نامساوی دهید نشان تعریف، این به توجه با باشد.

ͬ شود. م

زیر لیست در MICHIGAN کلمه آیا کنید مشخص دودویی جستجوی الͽوریتم از استفاده با . ۴
است. موجود

ALABAMA-CALIFORNIA-DELAWARE- FLORIDA-GEORGIA-HAWAII-
IDAHO- KENTACKY- LOUISIANA- MICHIGAN- NEVADA-OHIO.



١۴۵ مسطح گراف های

آنها و گرفته نظر در را اسامͬ از نفری بیست لیست ͷی ترتیبی جستجوی الͽوریتم از استفاده با . ۵
کنید. مرتب الفبایی ترتیب به را

مرتب صعودی ترتیب به آنها دانشجویی شماره حسب بر را کلاس دانشجویان اسامͬ لیست . ۶
کنید.

صورت به را آن سپس و داده نمایش دودویی درخت ͷی روی را زیر جبری عبارت های ابتدا . ٧
بنویسید. معکوس» لهستانͬ «نماد عبارت ͷی

((A−D)× ((A+B)−D) (آ)

۴۲ˆ۴ + ۱۰ + ۱۶ + ۳۶× ۵۲ˆ۳ (ب)

کردن مرتب برای که کنید بیان دودویی درخت ͷی راس های زدن برچسب برای الͽوریتمͬ . ٨
کند. استفاده پس ترتیب جستجوی الͽوریتم از شده، داده اعداد برای درخت راس های

کنید. حل کرد؛ استفاده پیش ترتیب جستجوی الͽوریتم از بتوان که حالتͬ برای را قبلͬ تمرین . ٩

مسطح گراف های ۵ . ۴

تنها یال ها که طوری کرد، رسم صفحه ͷی در را آن نمودار بتوان هرگاه گویند مسطح را G گراف
وجود عدم با متناظر بودن مسطح مفهوم شهر، خیابان های شبͺه در کنند. قطع را همدیͽر راس ها در

است. زیرگذر و روگذر

هستند. مسطح زیر گراف های ٣٢ . ۴ مثال

•

•

•

•

• •

G۱گراف
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آن با یͺریخت گراف ͬ توان م که حالͬ در نیست، مسطح گراف ͷی که ͬ رسد م نظر به موارد بعضͬ در
G۳ پس است. یͺریخت G۳ گراف با G۲ گراف مثال عنوان به باشد. مسطح که کرد رسم چنان را

است. مسطح نیز



گراف ١۴۶

••

• •
G۳گراف
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را دیͽر تعریف چند ابتدا است. گراف نظریه مهم مسایل از ͬͺی گراف، ͷی بودن مسطح بررسͬ
ͬ کنیم. م بیان گراف نبودن مسطح یا و بودن مسطح مورد در آزمون دو سپس . ͬ دهیم م ارائه

وجه این است. شده محصور گراف یال های از دور ͷی با که است ناحیه ای گراف، ͷی در وجه
چهار بعدی، شͺل در ͬ شود. م تداعͬ هندسͬ ͬ های چندوجه از وجه مفهوم باشد. بی کران است ممͺن

ͬ کنید. م ملاحظه را وجهͬ هشت و وجهͬ شش وجهͬ،
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• •
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وجهͬ چهار
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هستند. وجهͬ چهار و وجهͬ هشت شده مسطح ترتیب به ٣٢ . ۴ مثال از G۲ و G۱ گراف های
مͺعب). ‐ ٣) است زیر صورت به وجهͬ شش ͷی شده مسطح

••

• •

••

• •

۶ ۵ ۱

۲

۳

۴

����

????

���� ??
??

١ شماره وجه قبلͬ، شͺل در است. بی کران وجه ها از ͬͺی همواره مسطح، حالت در که کنید توجه
است. بی کران



١۴٧ مسطح گراف های

وجه f و یال e راس، v با مسطح گراف ͷی G کنید فرض اویلر) مشخصه (قضیه ١١ . ۴ قضیه
است: برقرار زیر رابطه صورت این در است.

v − e+ f = ۲.

دارد، وجود وجه ͷی تنها چون .f = ۱ کنید فرض ͬ دهیم. م انجام f روی استقرا با را برهان برهان:
وجود دور) خارج و (داخل وجه دو آنگاه باشد، موجود دوری اگر زیرا ندارد؛ دوری هیچ گراف این پس

پس .e = v − ۱ درخت هر در و است درخت ͷی گراف این پس، دارد.

v − e+ f = v − (v − ۱) + ۱ = ۲.

ͷی حداقل پس ،f ≥ ۲ چون است. برقرار وجه f − ۱ تعداد برای قضیه کنید فرض ،f ≥ ۲ برای
و است وجه دو مرز از قسمتͬ یال این ͬ کنیم. م انتخاب را دور این از دلخواه یالͬ دارد. وجود دور
گرافͬ هنوز که حالͬ در ͬ کنند، م ایجاد بزرگ تر وجه ͷی و چسبیده هم به وجه دو یال، این حذف با

نتیجه در دارد. وجود وجه f − ۱ و یال e− ۱ راس، v با مسطح

v − (e− ۱) + (f − ۱) = ۲.

ͬ شود. م کامل برهان ترتیب این به و v − e+ f = ۲ پس

داریم: e ≥ ۳ فرض با صورت این در است. مسطح و ساده گراف ͷی G کنید فرض ٨ نتیجه

۳f ≤ ۲e, e ≤ ۲v − ۶.

بار دو یال هر ͬ شود. م محصور یال سه با حداقل وجه هر پس است ساده گراف ͷی G چون برهان:
داریم: ١١ . ۴ قضیه از .۳f ≤ ۲e پس ͬ شود. م گرفته نظر در مرز عنوان به

۲ = v − e+ f ≤ v − e+
۲
۳e = v − ۱

۳e.

.e ≤ ۳v − ۶ پس

رابطه در راس ها و یال ها تعداد گراف ͷی در اگر که کرد استنتاج چنین ͬ توان  م قبلͬ نتیجه از
نیست. مسطح گراف آن نکنند، صدق e ≤ ۳v − ۶

ͬ نامند م گراف (محیط) کمر را G در دور کوتاه ترین طول است. ساده گراف ͷی G کنید فرض
گراف آن یال های تعداد را گراف کمر باشد، نداشته دوری گراف ͷی اگر ͬ دهند. م نشان g با را آن و

ͬ گیرند. م نظر در
ͷی کمر است. g = ۳ وجهͬ هشت ͷی و وجهͬ چهار ͷی کمر و g = ۴ وجهͬ شش ͷی کمر

است. برابر آن یال های تعداد با درخت

.e ≤ g

g − ۲ (v − ۲) داریم: g؛ ≥ ۳ با مسطح گراف ͷی در ١٢ . ۴ قضیه



گراف ١۴٨

v = ۶ با مسطح گراف ͷی زیر گراف ͬ کنیم. م توصیف مسطح گراف ͷی روی را استدلال برهان:
است. وجه f = ۵ و یال e = ۹ راس،

•E

•B•A

•C •D

•F ۳ ۵

۱

۲

۴
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مولفه ͬ نامیم. م B = (bij) را یال‐وجه وقوع ماتریس و ͬ کنیم م شماره گذاری را گراف این وجه های
نتیجه: در .bij = ۰ صورت، این غیر در باشد. jام وجه به متعلق i‐ام یال اگر است ͷی مساوی bij

۱ ۲ ۳ ۴ ۵

B =



۱ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۱
۱ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۰



AB
AC
AE
AF
BD
BE
CD
CE
DE

در که AF یال مانند دارد، قرار وجه ͷی داخل در یا یال هر زیرا است؛ ٢ یا ١ سطر هر در ١ها تعداد
١٨ مساوی سطرها مجموع حداکثر بنابراین، دارد. قرار وجه دو مزر در یا و است؛ ٢ شماره وجه داخل
یال سه با حداقل وجه هر زیرا دارد، ͷی ٣ حداقل ستون هر همچنین یال ها. تعداد برابر دو یعنͬ است،
در یͷ ها تعداد وجه ها. تعداد برابر سه یعنͬ است؛ ١۵ ستون ها مجموع حداقل پس ͬ شود. م مشخص

یعنͬ دارد. قرار عدد دو این بین ماتریس این

۱۵ ≤ ۱۷ ≤ ۱۸.

بنابراین ͬ کند. م مشخص را g مقدار ستون ها، مجموع کمترین

gf ≤ ۲e.

پس است، مسطح گراف چون

gf = g(e− v + ۲) ≤ ۲e.

ͬ شود. م حاصل قبلͬ نتیجه باشد، g = ۳ اگر که کنید توجه .e ≤ g

g − ۲ (v − ۲) پس

نیست. مسطح K۵ گراف ٩ نتیجه



١۴٩ مسطح گراف های

است. زیر صورت به K۵ گراف برهان:
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.g = ۳ همچنین است. e = ۱
۲v(v−۱) = ۱۰ یال ها تعداد ،v = ۵ راس ها تعداد گراف، این در

باشیم: داشته باید باشد مسطح گراف اگر پس

۱۰ ≤ ۳
۳− ۲ (۵− ۲) = ۹

نیست. درست که

نیست. مسطح K۳,۳ کامل دوبخشͬ گراف ١٠ نتیجه

است: زیر صورت به گراف این برهان:

• • •

• • •
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g = ۴ گراف این کمر همچنین، دارد. یال e = ۳× ۳ = ۹ و راس v = ۳ + ۳ = ۶ گراف این
باشیم: داشته باید باشد مسطح گراف اگر پس (چرا؟). است

۹ ≤ ۴
۴− ۲ (۶− ۲) = ۸,

نیست. درست که

حالت نیست. مسطح است، K۳,۳ یا K۵ با یͺریخت زیرگراف ͷی شامل که گرافͬ هر ١١ نتیجه
ͬ شود. م بیان کافͬ و لازم شرط صورت به و است مشهور ١۴ ͬͺکراتوس قضیه نام به نتیجه این کلͬ

Kazimierz Kuratowski (1896-1980) ١۴
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گراف دوگان

دو و بͽیرید نظر در G از وجه هر درون را نقطه ای است. مسطح و همبند گراف ͷی G کنید فرض
گراف کنید. وصل هم به یال k با دارند، مشترک) (مرز مشترک یال k آنها متناظر وجه های که را نقطه ای
و (G) مسطح گراف ͷی بعدی شͺل در ͬ دهند. م نشان Gd با و ͬ نامند م G گراف دوگان را حاصل

شده است. رسم (Gd) آن دوگان

∗۳

∗۵

∗۱
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∗۴
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Gd = Gگراف دوگان
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هستند. برقرار زیر خاصیت های دوگان گراف های در

Gd در راس دو بین یال دو آمدن وجود به موجب G در دو درجه با راس ͷی : ١ خاصیت
قرار {e, f} و {a, e} یال های بر e راس قبلͬ، مثال در باشد. چندگراف است ممͺن Gd پس ͬ شود. م
راس دو بین یال دو Gd در پس ͬ دهند. م تشͺیل را ٣ و ٢ وجه دو بین مرز در دو هر یال دو این و دارد

دارد. قرار ٣ ٢و

هر همچنین، ͬ شود. م Gd در معلق یال آمدن وجود به موجب ،G در طوقه وجود : ٢ خاصیت
ͬ کند. م ایجاد Gd در طوقه ͷی ،G در معلق یال

این که است G در متناظر ناحیه مرزی یال های تعداد برابر Gd در راس هر درجه : ٣ خاصیت
است. G کمر همان Gd در راس ها درجه حداقل بنابراین ͬ شود. م شامل را راس

نیستند. یͺریخت آنها دوگان های که حالͬ در باشند یͺریخت گراف دو است ممͺن ٢ تذکر

برش مجموعه

هرگاه گویند برش مجموعه ͷی را E از E′ زیرمجموعه بͽیرید. نظر در را G = (V,E) همبند گراف
نباشد. همبند G− E′ گراف E؛ گراف از E′ یال های حدف با

بͽیرید. نظر در را زیر همبند گراف ٣٣ . ۴ مثال
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١۵١ مسطح گراف های

است: گراف این در برش ͷی زیر یال های مجموعه از ͷی هر

{{۲,۴} , {۱,۳}} , {{۱,۲} , {۳,۴}} , {{۴,۶}} , {{۶,۸} , {۵,۸} , {۷,۸}} .

است. متناظر Gd در یال n با برش ͷی با ،G در یال (n ≥ ۳) n با برش هر ١٢ نتیجه

برعکس. و است متناظر Gd در تک عضوی برش ͷی با G در طوقه هر ١٣ نتیجه

دوعضوی برش ͷی با ،G در یال دو شامل دور هر آنگاه باشد، مسطح چندگراف ͷی G اگر ١۴ نتیجه
است. متناظر Gd در

ͬ کنیم. م مشاهده را گراف دوگان از کاربردی ادامه در

بͽیرید. نظر در زیر صورت به را A لامپ شدن روشن برای کلید ۹ با ͬͺتریͺال مدار ͷی ٣۴ . ۴ مثال

a

b

c

g

d

h

f

e

i

A

روشن A که طوری به کنیم طراحͬ B مانند دیͽری لامپ کردن روشن برای دوگانͬ مدار ͬ خواهیم م
باشد. خاموش B که وقتͬ فقط و فقط است

ͬͺتریͺال مدار انتهای با ٢ و ١ راس های ͬ کنیم. م رسم را ͬͺتریͺال مدار این با معادل گراف : حل
هستند. متناظر
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مورد ͬͺتریͺال مدار طراحͬ برای است. مدار این a کلید از جریان عبور مفهوم به گراف این در a یال
ͬ کنیم. م رسم را گراف این دوگان ابتدا نظر،

•F

•B

•E

•C

•D•A

c∗
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h∗

i∗
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g∗

ooooooooob∗ OOO
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f∗

e∗

a∗

j∗

است. a کلید متمم ā آن در که ͬ شود م طراحͬ زیر ͬͺتریͺال مدار مدار، این دوگان گراف اساس بر

♢

b̄

ā

c̄

d̄

ē

f̄

h̄
ī

ḡ

B

۵ . ۴ تمرین

،v ∈ V هر برای که طوری است، ساده و همبند مسطح، G = (V,E) گراف کنید فرض . ١
چرا؟ دارد؟ وجه چند گراف این باشد، |E| = ۱۶ اگر .deg v = ۴

که دارد وجود G در v مانند راسͬ آنگاه باشد، ساده و همبند مسطح، ،G گراف اگر کنید ثابت . ٢
.deg v < ۶

یا G گراف کنید ثابت .|V | ≥ ۱۶ و است ساده و همبند گرافͬ G = (V,E) کنید فرض . ٣
بیاورید. نقض مثال ͷی |V | = ۸ برای است. نامسطح آن مͺمل



١۵٣ رنگ چندجمله ای و گراف رنگ آمیزی

. کنید قضاوت آنها دوگان بودن مسطح مورد در و کرده رسم را زیر گراف های دوگان . ۴
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کنید. رسم یال ۳p− ۶ و راس p با نامسطحͬ گراف . ۵

کنید. رسم راس ۵ حداقل با ساده ای مسطح گراف . ۶

راسͬ کنید ثابت است. ١٢ از کمتر راس های تعداد با ساده و مسطح گراف ͷی G کنید فرض . ٧
.deg v ≤ ۴ که دارد وجود G در v مانند

کنید ثابت است. مولفه k و وجه f یال، e راس، n با مسطح گراف ͷی G کنید فرض . ٨
.n− e+ f = k + ۱

ثابت نیست. مثلث وجه این که است وجه ͷی حداقل و یال e راس، n با گرافͬ G کنید فرض . ٩
مسطح و همبند هنوز گراف که حال در کرد اضافه G به یال ۳n−e−۶ حداکثر ͬ توان م کنید

است.

نیستند. یͺریخت آنها دوگان های که حالͬ در هستند یͺریخت زیر گراف دو دهید نشان . ١٠
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چیست؟ باشد، یͺریخت خود دوگان با گراف ͷی که این برای لازم شرط . ١١

رنگ چندجمله ای و گراف رنگ آمیزی ۶ . ۴

گراف عناصر به که است گراف برچسب گذاری از خاصͬ حالت گراف رنگ آمیزی گراف، نظریه در
راس ها، رنگ آمیزی ͬ نامند. م رنگ را برچسب ها این سنتͬ طور به که ͬ دهد م نسبت را برچسب هایی
زمان بندی و برنامه تنظیم مساله دارند. واقعͬ زندگͬ در مختلفͬ کاربردهای گراف، وجه های و یال ها
کارها انجام در محدودیت ها از مجموعه ای زمان بندی، مساله در .[١٠ ،٣۵] است کاربردها این از ͬͺی



گراف ١۵۴

استاد ͷی توسط نباید درس دو دانشͽاه، در کلاس ها درسͬ برنامه تنظیم در مثال، عنوان به دارند. وجود
دانشجویان از مشخص گروه ͷی برای یا و استاد) برای دروس همرمانͬ (عدم شود ارائه زمان ͷی در
دانشجویان). برای دروس همزمانͬ (عدم شود ارائه متفاوت درس دو نباید مشخص، زمان ͷی در
همان محدودیت هایی، چنین گرفتن نظر در با زمان بندی، این برای زمانͬ دوره حداقل یافتن مساله
را علاقمند خواننده گراف ها، آمیزی رنگ مورد در بیشتر مطالعه برای است. گراف رنگ آمیزی مساله
مختصر طور به را رنگ آمیزی اینجا در ͬ دهیم. م ارجاع [١٨ ،٢۶] جمله از ͬ تر تخصص کتاب های به
رنگ آمیزی مساله با آنها ارتباط سپس، و کرده معرفͬ را مستقل مجموعه های مفهوم ابتدا ͬ کنیم. م مطرح

ͬ کنیم. م بیان را
مجموعه این از عضو دو هیچ هرگاه گویند مستقل را G گراف یال های مجموعه از S زیرمجموعه

باشند. نداشته قرار یال ͷی روی یعنͬ نباشند، مجاور

کنید. مشخص را مستقل مجموعه های زیر گراف در ٣۵ . ۴ مثال

•۴ •۷

•۵•۲

•۱

•۳ •۶

������� ??
??

??
??

��������

;;;;;;;

��
��
��
��

;;
;;

;;
;

��
��
��
�????????

♢ هستند. مستقل S۲ = {۱,۴,۷} و S۱ = {۲,۳,۵,۶} مجموعه های : حل

با شوند. نگهداری انباری در c۱, c۲, . . . , cn شیمیایی ماده n است قرار کنید فرض ٣۶ . ۴ مثال
این در قفسه ها تعداد حداقل گیرند. قرار هم کنار در نباید آنها از برخͬ مواد، شیمیایی خواص به توجه

است؟ چند فوق شرط رعایت با انبار

ͷی با متناظر راس هر گراف، این در ͬ شود. م استفاده متناظر گراف از مساله، این حل برای : حل
ترکیب امͺان که دارند) قرار یال ͷی (روی هستند مجاور زمانͬ فقط راس دو و است شیمیایی ماده
مستقل مجموعه ͷی با انبار قفسه هر در موجود شیمیایی مواد صورت، این در باشند. داشته را هم با
مجموعه های به راس ها افراز از است عبارت مساله جواب پس، است. متناظر G گراف راس های از S
♢ است. کمترین افراز این اعضای تعداد که ͬ شود م مشخص زمانͬ قفسه ها تعداد حداقل و مستقل

در ͬ ها ماه انواع نگهداری امͺان زیستͬ، دلایل به بنا بسازیم. اکواریم ͷی ͬ خواهیم م ٣٧ . ۴ مثال
را آنها باشد، نداشته وجود مخزن ͷی در ماهͬ گونه دو دادن قرار امͺان اگر ندارد. وجود مخزن ͷی

ͬ شود؟ م تعیین چͽونه اکواریم این برای لازم مخازن تعداد حداقل گویند. ناسازگار

متناظر، گراف در ͬ کنیم. م استفاده مستقل مجموعه های و متناظر گراف از ،٣۶ . ۴ مثال همانند : حل
ͬ های ماه گونه اگر، فقط و اگر هستند مجاور هم با راس دو و است متناظر ماهͬ گونه ای با راس هر
♢ باشند. ناسازگار متناطر

زیرمجموعه هرگاه گویند ماکزیمال مستقل مجموعه را G گراف راس های از S مستقل مجموعه
عضو بیشترین با ماکزیمال مستقل مجموعه اعضای تعداد نباشد. دیͽر مستقل مجموعه هیچ محض
β(G) اعضای تعداد با مستقل مجموعه هر ͬ دهند. م نشان β(G) با و ͬ نامند م گراف استقلال عدد را
حداکثر است عبارت β(G) ،٣٧ . ۴ مثال در نیست. درست مطلب عکس که حالͬ در است ماکزیمال

هستند. سازگار هم با که ماهͬ انواع از تعدادی
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کنید. مشخص را β(G) زیر گراف در ٣٨ . ۴ مثال
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از: عبارتند گراف این در مستقل مجموعه های از تعدادی : حل

S۱ = {۱,۳,۵,۷}
S۲ = {۲,۵}
S۳ = {۱,۵,۶,۷}
S۴ = {۱,۴}
S۵ = {۱,۲,۳,۷}
S۶ = {۳,۶} .

β(G) گراف= این در دارند. وجود نیز دیͽری مستقل مجموعه های مستقل، مجموعه های این بر علاوه
♢ .۴

را گراف راس های رنگ آمیزی مفهوم ͬ توان م مشابه؛ مسایل و ٣٧ . ۴ و ٣۶ . ۴ مثال های حل برای
نمود. استفاده آن از و کرده ارائه

دو که طوری به آن راس های به رنگ ها دادن نسبت یعنͬ گراف ͷی راس های مناسب رنگ آمیزی
را گراف آن باشد، لازم رنگ n گراف ͷی مناسب رنگ آمیزی برای اگر نباشند. همرنگ مجاور راس
رنگ آمیزی هر خلاصه؛ طور به گویند. n‐رنگ آمیزی را کار این و ͬ نامند م شونده رنگ آمیزی ‐n
را G گراف رنگ آمیزی برای لازم رنگ های تعداد کمترین ͬ گویند. م رنگ آمیزی را گراف ͷی مناسب

ͬ دهند. م نشان χ(G) نماد با و ͬ نامند م G گراف برای رنگ عدد

افراز راس های مجموعه است کافͬ زیرا است شونده ٢ ‐رنگ آمیزی دو بخشͬ، گراف هر ٣٩ . ۴ مثال
Kn؛ کامل گراف همچنین کرد. رنگ آمیزی میان، در ͷی شده، داده رنگ دو با ترتیب به را شده

است. مجاور دیͽر راس n− ۱ تمامͬ با راس هر زیرا است شونده n‐رنگ آمیزی

حل که بود مطرح رنگ چهار‐ مساله عنوان به ١٨۵٠ سال از جغرافیایی نقشه های رنگ آمیزی مساله
است: زیر صورت به قضیه این .[١] شد ارائه کنث١۶ و هاکن١۵ توسط ١٩٧۶ سال در آن

Haken١۵

Kenneth١۶
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رنگ: چهار قضیه

است. شونده ۴ ‐رنگ آمیزی مسطح گراف هر

نباشند، همرنگ مجاور کشور دو هیچ که جغرافیایی نقشه هر رنگ آمیزی برای دیͽر، عبارت به
است ممͺن و است برقرار مسطح گراف های برای تنها قضیه این که کنید توجه است. کافͬ رنگ چهار

باشد. لازم رنگ چهار از کمتر یا و رنگ چهار از بیش نامسطح گراف های برای
ͷی رنگ آمیزی برای نیاز مورد رنگ های تعداد حداقل مستقل، مجموعه های مفهوم به توجه با

است. گراف راس های مجموعه برای مستقل مجموعه های از افراز ͷی اعضای حداقل برابر گراف،

گراف این دهید نشان مستقل مجموعه های از استفاده با بͽیرید. نظر در را پترسون گراف ۴٠ . ۴ مثال
نیست. مسطح گراف این که کنید توجه است. شونده ٣ ‐رنگ آمیزی
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•۱۰
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ͬ کنیم: م افراز زیر مستقل مجموعه سه به را V = {۱,۲, . . . ,۱۰} راس های مجموعه : حل

S۱ = {۱,۴,۸,۹}
S۲ = {۲,۵,۷,۱۰}
S۳ = {۳,۶} .

♢

.χ(G۱) = χ(G۲) آنگاه باشند یͺریخت G۲ و G۱ گراف دو اگر ٣ تذکر

رنگ چندجمله ای

و گراف ͷی G کنید فرض است[٣]. رنگ چندجمله ای از استفاده رنگ، عدد یافتن برای دیͽر روش
است. گراف این راس های رنگ آمیزی برای موجود رنگ های تعداد با برابر و مثبت و صحیح عدد λ

رنگ آمیزی گوناگون روش های تعداد کننده مشخص که را λ متغیر حسب بر P (λ,G) چندجمله ای
نامند. G گراف برای رنگ چندجمله ای است، رنگ λ حداکثر با G گراف راس های



١۵٧ رنگ چندجمله ای و گراف رنگ آمیزی

گراف: مناسب رنگ آمیزی

مجموعه آن مقادیر حوزه و گراف راس های آن تعریف حوزه که است f مانند تابعͬ رنگ آمیزی
این در .f(u) ̸= f(v) ،v و u مجاور راس های برای که طوری به است {۱,۲, . . . , λ}

نباشند. مساوی آنها متناظر توابع هرگاه گویند متفاوت را رنگ آمیزی دو صورت؛

در .(E = ∅) ندارد یالͬ هیچ که است راس n با گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض ۴١ . ۴ مثال
آنگاه باشد موجود رنگ λ اگر ضرب، اصل بر بنا و است شده تشͺیل منفرد راس n از G صورت این

.P (G,λ) = λn

ضرب، اصل بر بنا دوباره، و است نیاز رنگ n حداقل ،Kn کامل گراف رنگ آمیزی برای ۴٢ . ۴ مثال
داریم:

P (Kn, λ) = λ(λ− ۱)(λ− ۲) · · · (λ− n+ ۱),
P (Kn, λ) = ۰ داریم: ،λ < n هر برای ͬ دهند. م نمایش نیز P (Kn, λ) = λ(n) نماد با را آن که

.P (Kn, λ) > ۰ داریم ، λ = n = χ(Kn) برای و

بͽیرید: نظر در را زیر گراف دو ۴٣ . ۴ مثال

•λa

•λ−۱
b •λ−۱

c

•λ−۱
d

G۱ گراف

•λa
•λ−۱
b

•λ−۱
c

•λ−۱
d

•λ−۱
e

G۲ گراف
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از ͬ توان م ،b رنگ آمیزی برای کرد. رنگ آمیزی مختلف روش λ به ͬ توان م را a راس ،G۱ گراف در
از ͬ توان م نیز d و c راس های رنگ آمیزی برای ترتیب همین به کرد. استفاده باقیمانده رنگ λ − ۱
عبارت G۱ گراف برای رنگ چندجمله ای ضرب، اصل بر بنا پس کرد. استفاده مختلف رنگ λ− ۱

از است
P (G۱, λ) = λ(λ− ۱)۳.

از: است عبارت ، G۲ گراف برای رنگ چندجمله ای ترتیب، همین به

P (G۲, λ) = λ(λ− ۱)۴.

آنگاه: باشد، راس n با مسیر ͷی G = Pn اگر کلͬ حالت در

P (Pn, λ) = λ(λ− ۱)n−۱.

که مسیر ͷی برای λ مقدار حداقل است؛ مثبت و صحیح عددی رنگ چندجمله ای که این به توجه با
پس است. λ = ۲ باشد مثبت متناظر رنگ چندجمله ای مقدار

χ(G۱) = χ(G۲) = χ(Pn) = ۲.

.



گراف ١۵٨

داریم: ضرب اصل بر بنا باشد، C۱, C۲, . . . , Ck مولفه های با ناهمبند گراف ͷی G اگر ۴۴ . ۴ مثال

P (G,λ) = P (C۱, λ)P (C۲, λ) · · ·P (Ck, λ).

برای موضعͬ مساله حل روش موضعͬ، مساله چندین به کلͬ مساله تجزیه از که ͬ شود م ملاحظه
ͬ یابد. م تعمیم کلͬ مساله

صفر ثابت (جمله ندارد وجود رنگ چندجمله ای در ثابت جمله ،G گراف هر برای ١٣ . ۴ قضیه
است).

مانند غیرصفری ثابت جمله P (G,λ) اگر .V ̸= ∅ زیرا ،χ(G) > ۰ ،G گراف هر برای برهان:
تعداد با G گراف راس های رنگ آمیزی برای روش a یعنͬ ،P (G,۰) = a ̸= ۰ آنگاه باشد، داشته a

.a = ۰ پس نیست. امͺان پذیر این و دارد وجود رنگ صفر

رنگ چندجمله ای ضرایب مجموع آنگاه ،E ̸= ∅ اگر ، G = (V,E) گراف برای ١۴ . ۴ قضیه
است. صفر P (G,λ)

چون ͬ شود؛ م نتیجه حͺم .P (G,۱) = ۰ نتیجه در .χ(G) ≥ ۲ پس ،|E| ≥ ۱ چون برهان:
Pاست. (G,۱) مساوی P (G,λ) جمله ای چند ضرایب مجموع

دلخواه یالͬ e ∈ E و همبند گراف ͷی G = (V,E) اگر رنگ): چندجمله ای (تجزیه ١۵ . ۴ قضیه
همچنین ͬ دهیم. م نمایش Ge با خلاصه طور به را (G گراف از e یال (حذف G − e باشد، G از
این در ͬ دهیم. م نشان G′

e نماد با را e یال به مربوط راس دو انقباض و e یال حذف از حاصل گراف
صورت:

P (G,λ) = P (Ge, λ)− P (G′
e, λ).

متمایز رنگ λ حداکثر با رنگ آمیزی مختلف روش های تعداد .e = {a, b} کنید فرض برهان:
همرنگ b و a آن در که رنگ آمیزی ها این از ͷی هر ولͬ .P (Ge, λ) از است عبارت Ge گراف برای
نیستند، همرنگ b و a آن در که Ge رنگ آمیزی هر و است G′

e برای متناظر رنگ آمیزی ͷی هستند،
شمارش، در جمع اصل بر بنا نتیجه در است. G برای آمیزی رنگ ͷی

P (Ge, λ) = P (G,λ) + P (G′
eλ).

ͬ شود. م نتیجه قضیه حͺم رابطه این در جمله ها محل تغییر با

بͽیرید. نظر در را چپ) سمت (شͺل زیر شͺل صورت به G گراف ۴۵ . ۴ مثال

•d

•a •b

•c

G گراف

•d

•a •b

•c

Ge گراف

•d

•a=b

•c

G′
e گراف
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١۵٩ رنگ چندجمله ای و گراف رنگ آمیزی

داریم:

P (Ge, λ) = λ(λ− ۱)۳

P (G′
e, λ) = λ(λ− ۱)(λ− ۲) = λ(۳).

پس

P (G,λ) = P (Ge, λ)− P (G′
e, λ) = λ(λ− ۱)۳ − λ(λ− ۱)(λ− ۲).

.χ(G) = ۲ پس .P (G,λ) > ۰ λ؛ = ۲ برای و P (G,۱) = ۰ که ͬ شود م ملاحظه

آورید. دست به زیر گراف برای را رنگ چندجمله ای ۴۶ . ۴ مثال
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داریم: ͬ کنیم. م مشخص گراف اطراف در کروشه رسم با گراف ͷی برای را رنگ چندجمله ای : حل

G =
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گراف ١۶٠

داریم: ضرب اصل و ١۵ . ۴ قضیه بر بنا پس

P (G,λ) = λλ(۴) − ۲λ(۴) = (λ− ۲)λ(۴) = λ(λ− ۱)(λ− ۲)۲(λ− ۳).

♢ .χ(G) = ۴ پس .P (G,λ) > ۰ λ؛ ≥ ۴ برای و P (G,λ) = ۰ ،λ ≤ ۳ برای

که طوری هستند آن زیرگراف های G۲ و G۱ و گراف ͷی G کنید فرض ١۶ . ۴ قضیه

G = G۱ ∪G۲, Kn = G۱ ∩G۲.

صورت: این در

P (G,λ) =
P (G۱, λ)P (G۲, λ)

λ(n)
.

و χ(G۱) ≥ n بنابراین و بوده G۲ و G۱ در زیرگرافͬ Kn پس ،G۱ ∩ G۲ = Kn چون برهان:
از ͷی هر برای دارد. وجود Kn رنگ آمیزی برای روش λ(n) رنگ، λ وجود فرض با .χ(G۲) ≥ n

ترتیب، همین به دارد. وجود G۱ راس های بقیه رنگ آمیزی برای روش P (G۱, λ)

λ(n)
تعداد روش، λ(n)

داریم: ضرب اصل بر بنا دارد. وجود مختلف روش P (G۲, λ)

λ(n)
نیز G۲ راس های بقیه رنگ آمیزی برای

P (G,λ) = P (Kn)
P (G۱, λ)

λ(n)

P (G۲, λ)

λ(n)
=

P (G۱, λ)P (G۲, λ)

λ(n)
.

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به

راس های از حاصل گراف G۱ کنید فرض و بͽیرید نظر در را ۴۶ . ۴ مثال در G گراف ۴٧ . ۴ مثال
حاصل گراف G۱∩G۲ آنگاه است. راس های{۱,۲,۵} از حاصل زیرگراف نیز G۲ و {۲,۳,۴,۵}

بنابراین .G۱ ∩G۲ = K۲ پس است. {۲,۵} یال و ۲,۵ راس دو از

P (G,λ) =
P (G۱, λ)P (G۲, λ)

λ(۲) =
λ(۴)λ(۳)

λ(۲)

=
λ۲(λ− ۱)(λ− ۲)۲(λ− ۳)

λ(λ− ۱) = λ(λ− ۱)(λ− ۲)۲(λ− ۳).

♢ آمد. دست به ۴۶ . ۴ مثال در که است چندجمله ای همان این

جمله از دارد. وجود زیادی نشده حل مسائل رنگ، چندجمله ای های مورد در

باشد؟ گرافͬ برای رنگ چندجمله ای ͷی ͬ تواند م چندجمله ای هر آیا •

گرافͬ برای رنگ چندجمله ای عنوان به بتواند تا است لازم چندجمله ای ͷی برای شرایطͬ چه •
شود. محسوب

رده در الͽوریتم، این ͬ کنیم. م تمام گراف ͷی راس های رنگ آمیزی برای الͽوریتمͬ با را بخش این
است. آزمند الͽوریتم های

بͽیرید: نظر در راس p با گرافͬ ١٠ . ۴ الͽوریتم



١۶١ رنگ چندجمله ای و گراف رنگ آمیزی

ͬ کند.] م مشخص را i‐ام) (راس i اولیه مقدار گام [این .i = ۱ دهید قرار اول گام

ͬ کند.] م مشخص ͬ شود م داده نسبت i‐ام راس به که را رنگͬ گام [این .c = ۱ دهید قرار دوم گام

در و کنید مرتب نزولͬ غیر صورت به را هستند مجاور i‐ام راس با که را رنگ هایی الف سوم گام
دهید. قرار Li مجموعه

پنجم گام به و داده نسبت i‐ام راس به را c آنگاه نباشد، موجود Li در c شماره رنگ اگر ب
ͬ شود م داده نسبت i‐ام راس به رنگͬ گام این [در دهید ادامه صورت این غیر در بروید.

دارد]. را شماره کمترین که

ͬ یابد.] م افزایش رنگ شماره گام این [در بروید. (٣ ‐ب) گام به و c := c+۱ دهید قرار چهارم گام

انجام آمیزی رنگ صورت این غیر در بروید. دوم گام به و i := i + ۱ آنگاه ،i < p اگر پنجم گام
ͬ شود.] م شروع بعدی راس رنگ آمیزی و یافته افزایش i پارامتر گام این [در است. شده

کنید: رنگ آمیزی ١٠ . ۴ الͽوریتم با را زیر گراف ۴٨ . ۴ مثال

a۱

b۲

c۲
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را الͽوریتم جزییات شده اند. نوشته راس ها کنار در رنگ ها شماره الͽوریتم، اجرای از بعد : حل
♢ است. شونده ٣ ‐رنگ آمیزی گراف این کنید. کامل

۶ . ۴ تمرین

رد مثال ͷی با یا و کنید ثابت را زیر عبارت باشد، همبند و ساده گراف ͷی G = (V,E) اگر . ١
کنید:

n ≥ ۲ آن در که است λ−n عامل Pدارای (G,λ) آنگاه باشد؛ دور Gشامل اگر
.n ∈ Z+ و

گراف رنگͬ عدد کنید ثابت .△ = max {deg vi, vi ∈ V } کنید فرض G ساده  گراف در . ٢
است؟ برقرار تساوی گرافͬ چه در ͬ کند. م صدق χ(G) ≤ △+ ۱ رابطه در

بͽیرید. نظر در n طول با مداری را Cn ، n ≥ ۳ برای . ٣

کنید. مشخص را P (C۳, λ) (آ)
دهید: نشان n ≥ ۴ برای (ب)

P (Cn, λ) = P (Ln, λ)− P (Cn−۱, λ),

است. n− ۱ طول به مسیری Ln آن در که



گراف ١۶٢

.P (Ln, λ) = λ(λ− ۱)n−۱ ،n ≥ ۲ برای دهید نشان (ج)
کنید: ثابت را زیر روابط درستͬ (د)

.P (Cn, λ)− (λ− ۱)n = (λ− ۱)n−۱ − P (Cn−۱, λ) ،n ≥ ۴ برای (١)
.P (Cn, λ)− (λ− ۱) = P (Cn−۲, λ)− (λ− ۱)n−۲ ،n ≥ ۵ برای (٢)

.P (Cn, λ) = (λ− ۱)n + (−۱)n(λ− ۱) ،n ≥ ۳ برای (٣)

بͽیرید. نظر در Wnرا چرخ ،n ≥ ۳ برای . ۴

دارد؟ وجود χ(Wn) و χ(Cn) بین رابطه ای چه (آ)
کنید: ثابت ٣ ‐ج، تمرین از استفاده با (ب)

P (Wn, λ) = λ(λ− ۲)n + (−۱)n(λ− ۲).

اتاق این ͬ توان م طریق چند به دارد. وجود مختلف رنگ k و است ضلعͬ پنج قاعده به اتاقͬ . ۵
هر و سقف همچنین و نباشند همرنگ همجوار دیوار دو هیچ که طوری به کرد رنگ آمیزی را

باشند. داشته متفاوت رنگ نیز دیوار

کنید. مشخص را χ(G) و کنید آمیزی رنگ ١٠ . ۴ الͽوریتم با را زیر گراف . ۶
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رنگ چندجمله ای کنید. پیدا را آن رنگͬ عدد و کنید رنگ آمیزی را ٣۵ . ۴ مثال به مربوط گراف . ٧
بیابید. نیز را آن

کند؟ مشخص را گراف ͷی رنگ عدد ͬ تواند م همواره ١٠ . ۴ الͽوریتم آیا . ٨

‐k نیز آن زیرگراف هر اگر فقط و اگر است شونده k‐رنگ آمیزی گراف ͷی کنید ثابت . ٩
باشد. شونده رنگ آمیزی



۵ فصل

بازگشتͬ روابط

را بازگشتͬ معادله های ادامه، در ͬ کنیم. م معرفͬ را آن انتگرال و مشتق گسسته، تابع ابتدا فصل این در
متداول روش های از بازگشتͬ معادله های حل برای ͬ کنیم. م بیان گسسته دیفرانسیل معادلات عنوان به

ͬ گیریم. م ͷکم دیفرانسیل معادلات حل در

گسسته انتگرال و مشتق ١ . ۵

به تابعͬ چنین است. آن از زیرمجموعه ای یا طبیعͬ اعداد آن دامنه که است تابعͬ حقیقͬ گسسته تابع
برخͬ در ͬ شود. م داده نشان است n ∈ N آن در که f(n) با ساده طور به یا f : N → R صورت

ͬ کنیم. م استفاده نیز fn از موارد

گسسته مشتق

صورت به را n نقطه در آن مشتق باشد؛ گسسته تابع ͷی f : N→ R اگر

f ′(n) = f(n+ ۱)− f(n),

ͬ کنیم. م تعریف

صورت این در .an+۱ = an + d داریم: باشد حسابی تصاعد ͷی عمومͬ جمله an اگر ١ . ۵ مثال
♢ .a′n = an+۱ − an = d

صورت این در کنیم. تعریف نیز گسسته دیفرانسیل معادله گسسته مشتق مفهوم از استفاده با ͬ توانیم م
است. آن مشتقات و گسسته تابع بین رابطه ای دیفرانسیل معادله هر

ͬ کنند م صدق an+۲ = an+۱ + an رابطه در آن متوالͬ جمله سه که فیبوناتچͬ دنباله ٢ . ۵ مثال
بنویسید. را ͬ شود م تولید دنباله این از که گسسته ای دیفرانسیل معادله شده است. داده

بنابراین، a′n+۱ = an+۲ − an+۱ = an چون : حل

a′n+۱ − a′n = an − a′n

a′′n = an − a′n.



بازگشتͬ روابط ١۶۴

اولیه شرط دو با که است a′′n + a′n − an = ۰ صورت به متناظر گسسته دیفرانسیل معادله پس
♢ دارد. فرد به منحصر جواب a۱ = a۲ = ۱

ͬ کنیم. م اشاره آنها از برخͬ به ادامه در که دارد خواصͬ گسسته توابع مشتق

آنگاه: x؛ ∈ N و y(x) = u(x) + v(x) اگر بودن) (خطͬ : ١ خاصیت

y′(x) = y(x+ ۱)− y(x) = [u(x+ ۱) + v(x+ ۱)]− [u(x) + v(x)]

= [u(x+ ۱)− u(x)] + [v(x+ ۱)− v(x)]

= u′(x) + v′(x).

باشد گسسته تابع ͷی x ∈ N برای y(x) = u(x).v(x) اگر ضرب) (قاعده : ٢ خاصیت
داریم:

y′(x) = y(x+ ۱)− y(x) = u(x+ ۱).v(x+ ۱)− u(x).v(x)

= u(x+ ۱).v(x+ ۱)− u(x).v(x+ ۱)
+u(x).v(x+ ۱)− u(x).v(x)

= v(x+ ۱) [u(x+ ۱)− u(x))] + u(x) [v(x+ ۱)− v(x)]

= v(x+ ۱)u′(x) + u(x)v′(x)

= [v(x+ ۱)− v(x) + v(x)]u′(x) + u(x)v′(x)

= v′(x)u′(x) + v(x)u′(x) + u(x)v′(x).

آنگاه: باشد ثابت گسسته تابع f(x) = c اگر : ٣ خاصیت

f ′(x) = f(x+ ۱)− f(x) = c− c = ۰.

داریم: f(n) = n همانͬ گسسته تابع برای : ۴ خاصیت

f ′(n) = f(n+ ۱)− f(n) = (n+ ۱)− n = ۱.

از: است عبارت f(n) = n۲ گسسته تابع مشتق : ۵ خاصیت

f ′(n) = (n+ ۱)۲ − n۲ = ۲n+ ۱.

از: است عبارت f(n) = nk گسسته تابع مشتق : ۶ خاصیت

f ′(n) = (n+ ۱)k − nk =

k−۱∑
r=۰

(
k

r

)
nr.

بͽیرید. نظر در را زیر ترتیبی) (توان فاکتوریل گسسته تابع : ٧ خاصیت

f(n) = n(k) = n(n− ۱)(n− ۲) · · · (n− k + ۱).



١۶۵ گسسته انتگرال و مشتق

از: است عبارت تابع این مشتق

f ′(n) = (n+ ۱)(k) − n(k)

= (n+ ۱)n(n− ۱) · · · (n+ ۱− (k + ۱))− n(n− ۱) · · · (n− (k − ۱))
= [(n+ ۱)n(n− ۱) · · · (n− k)]− [n(n− ۱) · · · (n− k + ۱)]
= n(n− ۱) · · · (n− k + ۱)[n+ ۱− (n− k + ۱)]
= k[n(n− ۱) · · · (n− k + ۱)] = kn(k−۱).

از: است عبارت f(n) = an گسسته تابع مشتق : ٨ خاصیت

f ′(n) = an+۱ − an = an(a− ۱).

مقایسه ex حقیقͬ تابع پیوسته مشتق (با f ′(n) = ۲n داریم: f(n) = ۲n برای خاص حالت در
کنید).

داریم: f(n) = sinn گسسته تابع برای : ٩ خاصیت

f ′(n) = sin(n+ ۱)− sinn = ۲ sin
۱
۲ cos(n+

۱
۲ ).

از: است عبارت f(n) = cosn تابع گسسته مشتق همچنین

f ′(n) = cos(n+ ۱)− cosn = −۲ sin
۱
۲ cos(n+

۱
۲ ).

توابع مشتق برای را مشابهͬ روابط حقیقͬ، توابع مشتق فرمول های با مشابه ͬ توان م که است واضح
پیدا برای تعریف از مستقیم استفاده گسسته، مشتق تعریف سادگͬ علت به ولͬ کرد. تولید نیز گسسته
تیلور بسط ͬ توان م فاکتوریل، توان به توجه با نمونه عنوان به است. صرفه به مقرون گسسته مشتق کردن

داریم: نوشت. نیز را گسسته توابع

f(n) =

∞∑
k=۰

ak
k!

(n− n۰)
(k) =

∞∑
k=۰

f (k)(n۰)

k!
(n− n۰)

(k).

گسسته انتگرال

به طبیعͬ تعمیم ͷی گسسته انتگرال تعریف کردیم، تعریف را مشتق گسسته توابع برای که همچنان
داریم: m۰ ≤ n ≤ m برای .F ′(n) = f(n) کنید فرض ͬ رسد. م نظر

F (m۰ + ۱)− F (m۰) = F ′(m۰) = f(m۰)

F (m۰ + ۲)− F (m۰ + ۱) = F ′(m۰ + ۱) = f(m۰ + ۱)
...

...
...

F (m)− F (m− ۱) = F ′(m− ۱) = f(m− ۱)
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داریم: روابط این طرفین بستن جمع با

F (m) = F (m۰) +
m−۱∑
n=m۰

f(n) (١ . ۵)

صورت به [m۰,m] بازه بر f(n) گسسته انتگرال : ١ ∫تعریف m

m۰

f(n)△n =

m−۱∑
n=m۰

f(n)

دیͽر عبارت به .
∫ m

m۰

f(n) = F (m)− F (m۰) داریم: (١ . ۵) از استفاده با ͬ شود. م تعریف

∫ m

m۰

f ′(n) = f(m)− f(m۰)

ͬ کنیم. م واگذار خواننده به را آنها اثبات و کرده بیان را گسسته انتگرال خواص از تعدادی ادامه در

داریم: c,m,m۰ ثابت اعداد و g و f گسسته توابع برای : ١٠ خاصیت

بودن) (خطͬ . ١∫ m

m0

f(n) + g(n) =

∫ m

m0

f(n) +

∫ m

m0

g(n).

.
∫ m۰

m۰

f(n) = ۰ . ٢

.
∫ m

m۰

c = c(m−m۰) . ٣

.
∫ m

m۰

cf(n) = c

∫ m

m۰

f(n) . ۴

جزبه جز: دستور . ۵∫ m

m۰

f ′(n)g(n) = f(n)g(n)
∣∣m
m۰ −

∫ m

m۰

f ′(n)g(n)−
∫ m

m۰

f ′(n)g′(n)

٣ . ۵ ∫مثال m

m۰

n =

m−۱∑
n=m۰

n = m۰ + (m۰ + ۱) + · · ·+ (m− ۱)

=
m۲ −m

۲ − m۲
۰ −m۰

۲ .
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۴ . ۵ ∫مثال m

m۰

n(k) =
n(k+۱)

k + ۱

∣∣∣∣m
m۰

=
mk

k + ۱ −
m

(k)
۰

k + ۱ .

۵ . ۵ ∫مثال m

m۰

۲k = ۲k
∣∣m
m۰

= ۲m − ۲m۰ .

کنیم. مͬ بیان بعدی مثال در را گسسته مشتق کاربردهای از ͬͺی

شرایط در که بیابید را ۴ درجه از p(n) جمله ای چند ۶ . ۵ مثال

p(۰) = ۱, p(۱) = ۴, p(۲) = ۵۷, p(۳) = ۲۳۲, p(۴) = ۶۲۵,

کند. صدق

استفاده گسسته مشتق مفهوم از اینجا در کرد. حل نیر لاگرانژ درونیابی با ͬ توان م را مساله این : حل
ͬ کنیم. م ایجاد زیر صورت به جدولͬ ͬ کنیم. م

۶٢۵ ٢٣٢ ۵٧ ۴ ١
٣٩٣ ١٧۵ ۵٣ ٣

٢١٨ ١٢٢ ۵٠
٩۶ ٧٢

٢۴

و دوم مرتبه مشتقات سوم سطر و است نقاط این در تابع اول مرتبه مشتقات دوم سطر جدول، این در
چهارم مرتبه گسسته مشتق که شود مͬ مشاهده وضوح به ͬ شوند. م محاسبه ترتیب همین به نیز بقیه

داریم: ٢۴ از متوالͬ گسسته انتگرال گیری با پس است. ٢۴ عدد p(x) چندجمله ای

p(۴)(n) = ۲۴
p′′′(n) = ۲۴n(۱) + ۷۲
p′′(n) = ۱۲n(۲) + ۷۲n(۱) + ۵۰
p′(n) = ۴n(۳) + ۳۶n(۲) + ۵۰n(۱) + ۳
p(n) = n(۴) + ۱۲n(۳) + ۲۵n(۲) + ۳n(۱) + ۱

ͬ گیریم: م نتیجه گسسته فاکتوریل تعریف به توجه با

p(n) = n(۴) + ۱۲n(۳) + ۲۵n(۲) + ۳n(۱) + ۱
= n(n− ۱)(n− ۲)(n− ۳) + ۱۲n(n− ۱)(n− ۲)

+۲۵n(n− ۱) + ۳n+ ۱
= (n۴ − ۶n۳ + ۱۱n۲ − ۶n) + ۱۲(n۳ − ۳n۲ + ۲n)

+۲۵(n۲ − n) + ۳n+ ۱
= n۴ + ۶n۳ − ۴n+ ۱.

♢
١ . ۵ تمرین
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باشیم داشته صحیح n هر ازای به اگر دهید نشان شده اند. داده g(n) و f(n) گسسته تابع دو . ١
است. ثابت مقدار ͷی f(n)− g(n) آنگاه f؛ ′(n) = g′(n)

دهید: نشان .g(n) = ۱۲ + ۲۲ + · · ·+ n۲ کنید فرض . ٢

g(n) =
۱
۳ (n+ ۱)(۳) + ۱

۲ (n+ ۱)(۲).

تابع برای شد بیان قبل مساله در آنچه با مشابه رابطه ای . ٣

g(n) = ۱۴ + ۲۴ + · · ·+ n۴

بیابید.

دهید. نشان را زیر روابط درستͬ . ۴

.n۲ = n(۲) + n(۱) (آ)
.n۳ = n(۳) + ۳n(۲) + n(۱) (ب)

.n۴ = n(۴) + ۶n(۳) + ۷n(۲) + n(۱) (ج)

کنید. ثابت را زیر صورت به گسسته تیلور بسط f(n) تابع هر برای . ۵

f(n) =
∑
k≥۰

∆kf(۰)
(
n

k

)
.

بازگشتͬ روابط ٢ . ۵

تبدیل حقیقͬ اعداد از {an}∞n=۱ مانند دنباله هایی بررسͬ با ͬ توان م را ترکیبیاتͬ مسایل از بسیاری حل
ایجاد آن بعد یا قبل جملات و an یعنͬ دنباله، جملۀ n‐امین بین رابطه ای بتوان که امید این با کرد.
n حسب بر را an مقدار هستند، معلوم که دنباله اعضای از تعدادی مقدار گرفتن نظر در با و کرده

کرد. مشخص

بازگشتͬ روابط ساختن

ͬ کنیم م آغاز مثال ͷی با را موضوع ͬ کنیم. م بررسͬ را بازگشتͬ روابط ساختن بخش این در

اولین دنباله این است. فیبوناتچͬ دنباله دنباله ها؛ معروف ترین از ͬͺی فیبوناتچͬ) (دنبالۀ ٧ . ۵ مثال
شد. ارایه خرگوش ها جمعیت رشد مساله با ارتباط در فیبوناتچ١ͬ لئوناردو سوی از سیزدهم قرن در بار
f۱ = ۱ را دوم و اول جمله معمولا˟ ͬ آید. م دست به قبلͬ جمله دو مجموع از جمله هر دنباله، این در

رابطۀ ، n ≥ 2 برای و کرده فرض f۲ = ۱ و

fn = fn−۱ + fn−۲,

ͬ رسند م بلوغ سن به ماه دو در خرگوش جفت هر است. چنین رابطه این مفهوم ͬ گیرند. م نظر در را
این بر فرض ایده ال صورت به و ͬ آورند م دنیا به جدید جفت ͷی خرگوش، جفت هر بلوغ؛ از بعد و

Leonardo Pisano Fibonacci (1170-1250)١
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ماه ابتدای در موجود خرگوش های جفت تعداد fn هستند. ماده و نر نیز جدید جفت هر که است
در موجود خرگوش های جفت تعداد fn−۱ ͬ کنیم. م استفاده جمع اصل از صورت این در است. n
تعداد با آنها تعداد که هستند جاری ماه ابتدا در آمده دنیا به خرگوش های جفت fn−۲ و قبلͬ ماه
صورت به دنباله این اول جملۀ چند است. برابر داشتند وجود قبل ماه دو در که خرگوش هایی جفت
♢ هستند. ۱,۱,۲,۳,۵,۸,۱۳,۲۱,۳۴,۵۵,۸۹, . . . ,

تمامͬ که کرد مرتب چنان ͬ توان م را مثال این در آمده دست به بازگشتͬ معادله که باشید داشته توجه
نشان را نمونه ای بعدی مثال شوند. صفر معادله راست سمت و گرفته قرار چپ سمت در دنباله اعضای

نیست. صفر حاصل، معادله راست سمت فوق الذکر، آرایش با حتͬ که ͬ دهد م

n ≥ ۱ آن در که x۱ + x۲ = n سیاله معادله نامنفͬ و صحیح جواب های تعداد برای ٨ . ۵ مثال
آورید. دست به را متناظر بازگشتͬ رابطه و کرده تعریف دنباله ای

.a۱ = ۲ که است واضح است. معادله این نامنفͬ و صحیح جواب های تعداد an کنید فرض : حل
x۱ + x۲ = ۱ معادله جواب های زیرا

x۱ = ۱, x۲ = ۰, x۱ = ۰, x۲ = ۱,

حالت دو x۱ برای کلͬ، حالت در کنید). (تحقیق a۲ = ۳ که کرد تحقیق ͬ توان م راحتͬ به هستند.
گرفت. نظر در ͬ توان م مختلف

دارد. جواب ͷی تنها معادله و x2 = n آنگاه باشد x۱ = ۰ اگر اول: حالت

صورت این در ͬ گیریم. م نظر در را x۱ − ۱ = y۱ متغیر تغییر باشد، x۱ ≥ ۱ اگر دوم: حالت
داریم: اصلͬ معادله در جایͽذاری با و y1 ≥ 0

y۱ + x۲ = n− ۱,

است. an−۱ سیاله معادله این جواب های تعداد و

مشخص an برای عمومͬ شͺل بازگشتͬ، معادله این حل با .an = an−۱ + ۱ جمع، اصل بر بنا
♢ ͬ شود. م

کنیم. استفاده بیشتر ارقام با اعدادی ساختن برای ۴۳ و ۳۲ ،۲۱ ،۱ اعداد از ͬ خواهیم م ٩ . ۵ مثال
ظاهر ۳ عدد ۴ عدد از بعد و ۲ عدد ۳ عدد از بعد ،۱ عدد ۲ عدد از بعد شده، ساخته عدد در یعنͬ
مناسبی بازگشتͬ رابطه است. شرایط این با شده ساخته رقمͬ n اعداد تعداد an کنید فرض ͬ شود. م

بیابید. دنباله این قبلͬ مقادیر حسب بر an کردن مشخص برای

همچنین، .a۱ = ۱ پس است. ۱ عدد شده، داده اعداد با شده ساخته رقمͬ ͷی عدد تنها : حل
به برای .a۲ = ۴ بنابراین و هستند ۴۳ و ۳۲ ،۲۱ ،۱۱ مذکور شرایط با رقمͬ دو عدد چهار تنها
را حالت دو چپ، سمت از رقم اولین مقدار اساس بر n ≥ ۳ برای بازگشتͬ رابطه ͷی آوردن دست

ͬ گیریم: م نظر در

یا و ۳ ،۲ ،۱ عدد چهار از کدام هر ͬ تواند م دوم رقم باشد، ۱ چپ سمت رقم اولین اگر اول: حالت
اعدادی تعداد بنابراین، ندارد. وجود دوم رقم انتخاب در محدودیتͬ حالت این در زیرا باشد. ۴
.an−۱ یعنͬ شده، داده شرایط با رقمͬ n−۱ اعداد تعداد با است برابر ͬ شوند م شروع ۱ با که
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این در ولͬ است. ۴ یا ۳ ،۲ اعداد از ͬͺی آنگاه نباشد ۱ چپ سمت رقم اولین اگر دوم: حالت
ͷی دوم رقم برای بنابراین و است مشخص عدد دومین شد، مشخص عدد اولین وقتͬ حالت،
ساخت. ͬ توان م مساله شرایط با عدد an−۲ باقیمانده، رقم n − ۲ برای دارد. وجود انتخاب

است. ۳an−۲ حالت، این در مساله شرایط با موجود اعداد تعداد ضرب، اصل بر بنا

است. an = an−۱ + ۳an−۲ شده، داده شرایط با (n ≥ ۳) رقمͬ n ارقام تعداد جمع، اصل بر بنا
♢ هستند. ۱,۴,۷,۱۹,۴۰,۹۷, . . . دنباله این آغازین جمله چند

از قدم n مͺان در دقیقاً آهنͬ آدم ͷی دارند. قرار یͺدیͽر از قدم N فاصله به دیوار دو ١٠ . ۵ مثال
کنید). نگاه را بعدی (شͺل است ایستاده چپ سمت دیوار

• • • • • •

⃝

چپ سمت دیوار راست سمت دیوار

۰ Nnn− ۱ n+ ۱
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جهت دو هر در حرکت احتمال و ͬ کند م حرکت چپ یا راست به قدم ͷی ثانیه هر در آهنͬ آدم این
بنویسید. مناسبی بازگشتͬ رابطۀ راست، دیوار سمت به حرکت احتمال کردن پیدا برای است. مساوی

ͬ دهیم. م نشان pn با را دارد، قرار nام مͺان در آهنͬ آدم وقتͬ راست، سمت به حرکت احتمال : حل
که است واضح است. p۰, p۱, . . . , pN مقادیر بین بازگشتͬ رابطه ͷی کردن پیدا مثال، این خواست
مͺان به کند حرکت چپ سمت به و است n‐ام مͺان در آهنͬ آدم این وقتͬ .pN = ۰ و p۰ = ۱
راهپیمایی بقیه موضوع ͬ رسد. م n + ۱ مͺان به کند حرکت راست سمت به اگر و ͬ رسد م n − ۱
ͬ دهیم. م نشان (L) با را چپ سمت دیوار به شدن ختم و (R) با را شود ختم راست سمت دیوار به که

ͬ دهد. م نشان را متناظر درختͬ نمودار بعدی شͺل

n

n− ۱ n+ ۱

RLL R

۱
۲

۱
۲

pn+۱۱− pn+۱pn−۱۱− pn−۱

است، شده نوشته ۱
۲ عدد شده اند؛ رسم n+ ۱ و n− ۱ گره های به n گره از که شاخه هایی روی در

n− ۱ گره از که شاخه ای روی عدد است. مساوی هم با چپ یا راست سمت به حرکت احتمال زیرا
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گره به n + ۱ گره از که شاخه ای روی شده نوشته عدد و بوده pn−۱ است، شده متصل (R) گره به
است. pn+۱ است، شده متصل (R)

ͬ کنیم. م محاسبه زیر صورت به را n مرحله در راست دیوار سمت به حرکت احتمال

pn = P (R)

= P چپ) به ×(حرکت P (R|است چپ سمت به قبلͬ (حرکت
+ P راست) به ×(حرکت P (R|است راست سمت به قبلͬ (حرکت

=
۱
۲pn−۱ +

۱
۲pn+۱.

صورت به بازگشتͬ رابطه پس

pn+۱ − ۲pn + pn−۱ = ۰,

♢ ͬ شود. م بیان بعدی بخش در بازگشتͬ معادله این حل روش است.

نمونه ای بعدی مثال هستند. ثابت اعداد بازگشتͬ رابطه در جملات ضرایب قبلͬ، مثال های تمامͬ در
نیست. چنین که ͬ دهد م نشان را

بازگشتͬ معادله است، n ≥ ۱ آن در که ۱,۲, . . . , n اعداد ͬ های بی نظم تعداد برای ١١ . ۵ مثال
بیابید. مناسبی

و a۲ = ۱ ،a۱ = ۰ که است بدیهͬ ͬ دهیم. م نشان an با را n برای ͬ ها بی نظم تعداد : حل
ͬ گیریم: م نظر در را مختلف حالت دو n ≥ ۳ برای (چرا). a۳ = ۲

عدد انتخاب برای آنگاه کنند، عوض یͺدیͽر با را خود جای r و n اعداد عدد، n در اگر اول: حالت
که است مانده باقͬ عدد n − ۲ ،r انتخاب هر برای و دارد وجود مختلف حالت n − ۱ ،r
بنا است. امͺان پذیر حالت an−۲ تعداد به کار این و گیرند قرار بی نظمͬ شرایط اساس بر باید

است. (n− ۱)an−۲ ممͺن ͬ های بی نظم تعداد ضرب، اصل بر

در است. نشده منتقل ام n مͺان به r ولͬ دارد قرار rام مͺان در n عدد کنید فرض دوم: حالت
این که شوند مͺان یابی بی نظمͬ خاصیت اساس بر ͬ مانده باق عدد n − ۱ باید صورت، این
n − ۱ به ͬ توان م را r عدد خود که باشید داشته توجه است. امͺان پذیر روش an−۱ به کار
ضرب، اصل اساس بر حالت، این در ممͺن ͬ های بی نظم تعداد بنابراین، کرد. انتخاب روش

است. (n− ۱)an−۱

با برابر عدد n ͬ های بی نظم کل تعداد جمع، اصل اساس بر و شده بیان حالت دو به توجه با

an = (n− ۱)an−۱ + (n− ۱)an−۲,

♢ است. متغیر ضرایب با بازگشتͬ معادلۀ ͷی معادله، این که باشید داشته توجه است.

چند در بودند. وابسته اندیس ͷی به تنها که ͬ دهند م نشان را بازگشتͬ معادله های قبلͬ، مثال های
هستند. وابسته اندیس دو به دنباله اعضای بعدی، مثال های
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جواب های تعداد که بیابید مناسبی بازگشتͬ رابطۀ باشند، مثبت و صحیح عدد دو k nو اگر ١٢ . ۵ مثال
سیالۀ معادله نامنفͬ و صحیح

x۱ + x۲ + · · ·+ xk = n,

کند. مشخص را

سیاله معادله این ،k = ۱ و n ≥ ۱ هر برای ͬ دهیم. م نشان f(n, k) با را دنباله اعضای : حل
k ≥ ۱ هر برای همچنین .f(n,۱) = ۱ ،n ≥ ۱ هر برای پس دارد. را x۱ = n جواب ͷی فقط
دارد. جواب k معادله این که ͬ شود م تبدیل x۱ + x۲ + · · ·+ xk = ۱ به سیاله معادله ،n = ۱ و
،k ≥ ۱ هر برای پس هستند. صفر ها xi بقیۀ و بوده ͷی ۱ ≤ i ≤ k ها، xi از ͬͺی جواب، هر در

.f(۱, k) = k
روی عمومͬ، فرمول آوردن دست به برای هستند. الذکر فوق شرایط از غیر در n, k کنید فرض حال

دارد. وجود حالت دو x۱ مقدار برای ͬ کنیم. م بحث x۱ مقدار

تبدیل k − ۱ به k و شده کم سیاله معادله از مجهول ͷی آنگاه باشد، x۱ = ۰ اگر اول: حالت
است. f(n, k − ۱) جواب ها تعداد حالت این در ͬ شود. م

مساوی یا بزرگ تر y۱ متغیر ،x۱ − ۱ = y۱ متغیر تغییر با آنگاه باشد، x۱ ≥ ۱ اگر دوم: حالت
داریم: و است صفر

y۱ + x۲ + x۳ + · · ·+ xk = n− ۱.

جواب ها تعداد بنابراین، و است n−۱ نامنفͬ، و صحیح متغیر k مجموع سیاله، معادله این در
است. f(n− ۱, k)

داریم: و است برابر حالت دو این در جواب ها تعداد مجموع با جواب ها کل تعداد جمع، اصل بر بنا

f(n, k) = f(n, k − ۱) + f(n− ۱, k).

از: هستند عبارت دنباله این اول عضو چند نمونه عنوان به

f(۲,۲) = f(۲,۱) + f(۱,۲) = ۱ + ۲ = ۳,
f(۲,۳) = f(۲,۲) + f(۱,۳) = ۳ + ۳ = ۶,
f(۳,۳) = f(۳,۱) + f(۲,۲) = ۱ + ۳ = ۴.

مثلث همانند نیستند. متقارن n, k برای f(n, k) برای آمده دست به اعضای که باشید داشته توجه
داد آرایش مثلث ͷی صورت به را دنباله اعضای ͬ توان م نیز اینجا در جمله ای، دو ضرایب برای پاسͺال

دارد). پاسͺال مثلث با رابطه ای چه آرایش (این
HHHHHk

n ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ · · ·

۱ ۱
۲ ۲ ۱
۳ ۳ ۳ ۱
۴ ۴ ۶ ۴ ۱
۵ ۵ ۱۰ ۱۰ ۵ ۱
۶ ۶ ۱۵ ۲۰ ۱۵ ۶ ۱

♢ است. ١٢ . ۵ مثال از خاصͬ حالت ،٨ . ۵ مثال که است یادآوری به لازم
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سیالۀ معادله مثبت و صحیح جواب های تعداد ١٣ . ۵ مثال

x۱ + x۲ + · · ·+ xk = n,

بیابید. دنباله این اعضای توصیف برای را مناسبی بازگشتͬ رابطه و داده نشان f+(n, k) با را

f+(n, k) = ،k > n برای پس ندارد. جوابی سیاله معادله این k > n برای که است واضح : حل
دارد. وجود ۱ ≤ i ≤ k هر برای xi = ۱ صورت به جواب ͷی تنها ،n = k برای همچنین .۰
حالت دو x۱ مقدار حسب بر ،n > k برای کلͬ حالت در .f+(n, n) = ۱ ،n ≥ ۱ هر برای پس

دارد: وجود

سیاله معادله آنگاه باشد x۱ = ۱ اگر اول: حالت

x۲ + x۳ + · · ·+ xk = n− ۱,

است. f+(n− ۱, k − ۱) معادله این مثبت و صحیح جواب های تعداد که داریم را

سیالۀ معادله ،x۱ − ۱ = y۱ ≥ ۱ متغیر تغییر با آنگاه باشد x۱ > ۱ اگر دوم: حالت

y۱ + x۲ + x۳ · · ·+ xk = n− ۱,

است. f+(n− ۱, k) معادله این مثبت و صحیح جواب های تعداد که ͬ آید م دست به

رابطۀ جمع، اصل بر بنا

f+(n, k) = f+(n− ۱, k − ۱) + f+(n− ۱, k),

رابطه احتمالا˟ ترکیب، فرمول با مقایسه در است. برقرار

f+(n, k) =

(
n

k

)
,

♢ است؟ صحیح ادعا این آیا است. برقرار

حال این با هستند. وابسته اندیس ͷی از بیش به که دیدیم را بازگشتͬ رابطه های قبلͬ، مثال دو در
بازگشتͬ رابطه در جمله هر ضریب یعنͬ دارند، فیبوناتچͬ بازگشتͬ رابطه مانند خصوصیتͬ آنها دوی هر

ͬ دهند. م نشان را ͬ تری عموم حالت بعدی مثال دو است. ثابت عددی

s(r, n) کنید فرض بͽیرید. نظر در را ۰ ≤ n ≤ r شرط با n و r نامنفͬ صحیح اعداد ١۴ . ۵ مثال
حداقل دایره، هر در که است دایره n اطراف در متمایز شͬ r گرفتن قرار مختلف حالت های تعداد
رابطه در اعداد این دهید نشان ͬ نامند. م اول نوع استرلینگ٢ اعداد را اعداد این دارد. قرار شͬء ͷی

بازگشتͬ
s(r, n) = s(r − ۱, n− ۱) + (r − ۱)s(r − ۱, n),

ͬ کنند. م صدق

James Stirling (1692 – 1770) ٢
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هر در بͽیرید. نظر در را ۱ عدد ͬ کنیم. م نام گذاری r تا ۱ از را متمایز شͬ r سادگͬ، برای : حل
در دارد. قرار دایره ͷی در دیͽر اعداد کنار در یا و است دایره ͷی در گرفته قرار عدد تنها یا ۱ ترتیب،
۲,۳, . . . , r اعداد ابتدا دوم، حالت در دارد. وجود متمایز ترتیب s(r−۱, n−۱) تعداد اول، حالت
ͬ گیرند. م قرار دایره n اطراف در مختلف حالت S(r−۱, n) تعداد به است) r−۱ اعداد این (تعداد
ͬ گیرد. م قرار عدد r − ۱ این با متناظر راست) (سمت متمایز مͺان r − ۱ از ͬͺی در ۱ عدد سپس
مساله جواب است. (r − ۱)s(r − ۱, n) ترتیب، این مختلف حالت های تعداد ضرب، اصل بر بنا
♢ ͬ شود. م تولید جمع اصل از استفاده با

داده نشان S(r, n) با که دوم نوع استرلینگ اعداد هستند. نامنفͬ و صحیح n و r اعداد ١۵ . ۵ مثال
هیچ که طوری متمایز، جعبه n در مختلف شͬ r توزیع مختلف روش های از هستند عبارت ͬ شوند م

داریم: ،r ≥ n هر برای دهید نشان نباشد. خالͬ جعبه ای

S(r, n) = S(r − ۱, n− ۱) + nS(r − ۱, n),

عدد تنها ١ عدد یا توزیعͬ، هر در ͬ دهیم. م نشان r تا ۱ اعداد با را اشیا قبل، مثال مانند : حل
روش های تعداد اول، حالت در دارد. قرار جعبه ای در دیͽر اعداد با همراه یا و است جعبه ͷی در موجود
ͬ گیرند؛ م قرار جعبه n در باقیمانده عدد r−۱ ابتدا دوم، حالت در است. S(r−۱, n−۱) مختلف
داده قرار جعبه ها از ͬͺی در حالت n به ١ عدد سپس است. امͺان پذیر ,S(r−۱روش n) به کار این که
nS(r− ۱, n) اعداد، دادن قرار مختلف روش های تعداد ضرب، اصل بر بنا دوم، حالت در ͬ شود. م
♢ ͬ شود. م حاصل حالت دو برای جمع اصل بردن کار به با نهایی نتیجه است.

دارد. وجود بازگشتͬ معادله های برای مختلفͬ دسته بندی های شده، مطرح مثال های به توجه با
رابطه با و بوده دنباله ͷی اعضای a۱, a۲, a۳, . . . کنید فرض

an = c۱an−۱ + c۲an−۲ + · · ·+ ckan−k, (٢ . ۵)

به ͬ توان م را (٢ . ۵) رابطۀ هستند. حقیقͬ اعداد ۱ ≤ i ≤ k ،ci آن در که ͬ شوند م مربوط هم به
صورت

an − c۱an−۱ − c۲an−۲ − · · · − ckan−k = ۰, (٣ . ۵)

گویند. k مرتبه از همͽن خطͬ بازگشتͬ معادله را (٣ . ۵) یا (٢ . ۵) صورت به معادله ای نوشت. نیز
ͬ نامند. م معادله ضرایب را ۱ ≤ i ≤ k ،ci حقیقͬ اعداد

رابطه با دنباله این اعضای کنید فرض

an = c۱an−۱ + c۲an−۲ + · · ·+ ckan−k + fn, (۴ . ۵)

اعداد از دنباله ای {fn} و هستند حقیقͬ اعداد ۱ ≤ i ≤ k ،ci مجدداً آن در که ͬ شوند م مربوط هم به
صورت به ͬ توان م را (۴ . ۵) رابطۀ ͬ کند. م صدق خاصͬ شرایط در که است

an − c۱an−۱ − c۲an−۲ − · · · − ckan−k = fn, (۵ . ۵)

گویند. k مرتبه از ناهمͽن خطͬ بازگشتͬ معادله را (۵ . ۵) یا (۴ . ۵) صورت به معادله ای نوشت. نیز
درجه از تنها رابطه ها در دنباله اعضای که است این بازگشتͬ رابطه های این در بودن خطͬ مفهوم
بر علاوه نشده اند. تقسیم یا ضرب هم بر دنباله بیشتر) (یا عضو دو هیچ همچنین، و شده ظاهر اول
قبلͬ متوالͬ عضو k دانستن به دنباله، عضو ͷی کردن مشخص برای که است این k مرتبه مفهوم این،
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چنین هستند. ثابت و حقیقͬ اعداد دنباله جملات ضرایب فوق، خطͬ رابطه دو هر در نیازمندیم. دنباله
ͬ نامند. م ثابت ضرایب با خطͬ معادله را معادله هایی

نمونه ای ٨ . ۵ مثال است. دو مرتبه از همͽن خطͬ بازگشتͬ معادله ͷی دیدیم ٧ . ۵ مثال در آنچه
معادله از نمونه هایی ١٣ . ۵ و ١٢ . ۵ مثال های است. اول مرتبه از ناهمͽن خطͬ بازگشتͬ معادله ͷی از
نمونه هایی نیز ١٠ . ۵ و ٩ . ۵ مثال های هستند. اندیس ͷی از بیش با ولͬ ثابت، ضرایب با خظͬ بازگشتͬ
در شده مشخص معادله در که تفاوت این با هستند دو مرتبه از همͽن خطͬ بازگشتͬ معادله های از
مثال در شده مشخص معادله برای که حالͬ در است معلوم دنباله اول عضو چند مقدارهای ،٩ . ۵ مثال
مثال، دو این به توجه با است. معلوم دنباله آخر و اول مقدار دو و بوده متناهͬ! دنباله اعضای ،١٠ . ۵
مثال در شده مشخص بازگشتͬ معادله دارد. وجود بازگشتͬ معادله های برای نیز دیͽری تقسیم بندی
مثال های ͬ نامند. م مرزی مقدار مساله را ١٠ . ۵ مثال در آمده دست به معادله و اولیه مقدار مساله را ٩ . ۵
داشته توجه هستند. غیرثابت ضرایب با خطͬ بازگشتͬ رابطه های از نمونه هایی ١۵ . ۵ و ١۴ . ۵ ،١١ . ۵
بازگشتͬ معادله ͷی از نمونه ای بعدی مثال نیست. الزامͬ بازگشتͬ معادله ͷی بودن خطͬ که باشید

ͬ دهد. م نشان را غیرخطͬ

بنویسید مناسبی بازگشتͬ معادله است. راس n با دودیی درخت های تعداد un کنید فرض ١۶ . ۵ مثال
کند. توصیف را دنباله این اعضای تعداد بین رابطه که

حالتͬ چه در درخت دو که این دقیق کردن مشخص بدون مساله این حل که کنید توجه : حل
و دارند قرار صفحه روی درخت ها که ͬ کنیم م فرض کار، سادگͬ برای نیست. ساده هستند، یͺریخت

درخت دو نمونه، عنوان به

•

•

•

•

• • •

•

•

•

• •

به و شده مشͺل تر مساله حل شوند گرفته نظر در یͺریخت درخت دو این اگر ͬ شوند. م فرض متمایز
داشت۴. خواهیم نیاز پولیا٣ قضیۀ خصوص به و گراف نظریه از پیشرفته ای اطلاعات

این در اند. شده رسم بعدی شͺل در ریشه دار دودویی درخت های ،n = ۱,۲,۳,۴ برای

George Pólya (1887-1985) ٣

از تعمیمͬ همچنین و نتیجه که است ترکیبیات در قضیه ای شود، مͬ نامیده نیز ردفیلد‐پولیا قضیه که پولیا، شمارش قضیه ۴

ردفیلد هوارد جان توسط بار اولین قضیه این است. مجموعه ͷی روی گروه عمل ͷی در اوربیت ها تعداد باره در «برونساید» لم
این شد. کشف پولیا جرج توسط مستقل طور به دوباره ،١٩٣٧ سال در شد. منتشر ١٩٢٧ سال در John Howard Redfield

شده اند. استفاده وفور به شیمیایی ترکیبات شمارش در مخصوصا شمارش، به مربوط مسایل در نتایج



بازگشتͬ روابط ١٧۶

ͬ شود. م شناخته p نام با ریشه درخت ها،

u۱ = ۱ •p

u۲ = ۱
•p

•

•p

•

•

•p

• •u۳ = ۲

•p

•

•

•

u۴ = ۴

•p

• •

•

•p

•

•

•

•p

•

• •��
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//

ͬ گیریم. م نظر در حالت دو n ≥ ۳ برای un محاسبه برای

از درخت هایی تعداد باشد. ͷی راس، n با دودویی درخت ریشه درجه است ممͺن اول: حالت
ͬ کنیم. م پیدا را sn+۱ محاسبه برای بازگشتͬ رابطه ابتدا دهیم. مͬ نشان sn با را نوع این
ͷی دایره داخل در که است بعدی شͺل صورت به ͬ شوند م شمارش sn+۱ با که درخت هایی

دارد. قرار Q ریشه با راس n با دودویی ریشه دار درخت

•

•

p

Q

sn+۱ = پس، دارد. وجود ریشه دار دودویی درخت un تعداد دایره، داخل در که است واضح
.un



١٧٧ بازگشتͬ روابط

این از درخت هایی تعداد باشد. دو راس، n با دودویی درخت ریشه درجه است ممͺن دوم: حالت
به ͬ شوند م گرفته نظر در dn+۱ محاسبه برای که درخت هایی ͬ دهیم. م نشان dn با را نوع
q با دودویی ریشه دار درخت ͷی چپ سمت دایره داخل در که هستند بعدی شͺل صورت
راس r با دودویی ریشه دار درخت ͷی راست سمت دایره داخل در و دارد قرار Q ریشه و راس

.r, q ≥ ۱ آن در که q + r = n و دارد قرار R ریشه و

•

• •

p

Q R

برای ترتیب، همین به و دارد وجود مختلف حالت uq چپ، سمت زیردرخت  انتخاب برای
ضرب، اصل به توجه با است. موجود مختلف حالت ur راست، سمت زیر درخت انتخاب

رابطه جمع اصل طبق بر بنابراین، و است uqur با برابر r, q هر برای انتخاب ها تعداد

dn+۱ = u۱un−۱ + u۲un−۲ + · · ·+ un−۱un =
∑

r+q=n

uruq,

است. برقرار

رابطه که است واضح جمع، اصل به توجه با

un+۱ = sn+۱ + dn+۱ = un +
∑

r+q=n

uruq,

تمامͬ مقدار دانستن un محاسبه برای و است غیرخطͬ بازگشتͬ معادله ͷی وضوح به که است برقرار
♢ است. لازم دنباله قبلͬ اعضای

٢ . ۵ تمرین

بنویسید. را ۱,۲,۳,۴ اعداد ͬ های بی نظم تمامͬ ١١ . ۵ مثال از استفاده با . ١

خرگوش جفت هر که ͬ دانیم م و داریم ماده) و (نر خرگوش جفت ͷی ماه فروردین اول در . ٢
جفت تعداد اگر ͬ آورند. م دنیا به ماده) و (نر جدید نوزاد جفت دو و شده بالغ ماه دو از بعد

رابطه درستͬ دهیم، نشان fn با nام ماه ابتدای در را خرگوش ها

fn = fn−۱ + ۲fn−۲,

.f۱ = f۲ = ۱ آن در که کنید توصیف n ≥ ۳ برای را



بازگشتͬ روابط ١٧٨

تغییری چه بازگشتͬ معادله شود، تبدیل ماهه سه دوره به بلوغ ماهه دو دوره اگر ،٢ تمرین در . ٣
ͬ کند؟ م

معادله بیایند، دنیا به خرگوش جفت سه ماه، هر در خرگوش جفت دو جای به اگر ،٢ تمرین در . ۴
ͬ کند؟ م تغییری چه بازگشتͬ

دنیا به ماه دو هر در خرگوش جفت ͷی ماه، هر در خرگوش جفت دو جای به اگر ،٢ تمرین در . ۵
ͬ کند؟ م تغییری چه بازگشتͬ معادله بیاید،

ͬ کند؟ م تغییری چه بازگشتͬ معادله باشد، ماه چهار تنها خرگوش جفت هر عمر اگر ،٢ تمرین در . ۶

در m = ۲,۳, . . . برای را f۲ = ۱ و f۱ = ۱ با fn+۱ = fn + fn−۱ فیبوناتچͬ دنباله . ٧
.fn+m = fn−۱fm + fnfm+۱ کنید: ثابت استقرا با بͽیرید. نظر

:n ≥ ۱ هر برای دهید نشان n روی استقرا با بͽیرید. نظر در را فیبوناتچͬ دنباله . ٨

f۱ + f۲ + · · ·+ fn = fn+۲ − ۱.

دهد نشان ͬ شوند، م تشͺیل ͷی و صفر ارقام با که را رقمͬ n دنباله های تعداد an کنید فرض . ٩
n ≥ ۳ برای و a۲ = ۳ و a۱ = ۲ دهید نشان نباشند. صفر هم مجاور رقم دو که طوری به
فیبوناتچͬ دنباله با رابطه ای چه دنباله این است. برقرار an = an−۱ + an−۲ بازگشتͬ رابطه

دارد؟

شده اند ساخته ۰,۱,−۱ ارقام با که است رقمͬ n دنباله های تعداد دهنده نشان bn کنید فرض . ١٠
دهید نشان و کرده پیدا را b۲ و b۱ مقادیر نیستند. هم مجاور −۱ و ۱ رقم دو که طوری به

است. برقرار bn = ۲bn−۱ + bn−۲ بازگشتͬ رابطه n ≥ ۳ برای

چهار از ͬͺی به ͬ توانند م نوارها این و ͬ شود م ساخته افقͬ رنگͬ نوار n از استفاده با پرچم ͷی . ١١
مشخص زیر حالت های از ͷی هر در را بازگشتͬ معادله های باشند. زرد یا سبز آبی، قرمز، رنگ

کنید.

ندارد. وجود رنگ ها انتخاب در محدودیتͬ (آ)
نیستند. همرنگ مجاور نوار دو (ب)

نیستند. همرنگ نیز پایینͬ و بالایی نوار دو مجاور، نوارهای بر علاوه (ج)

صورت به را n× n ماتریس دترمینان ،n ≥ ۱ برای . ١٢

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ + a۲ a ۰ ۰ · · · ۰ ۰

a ۱ + a۲ a ۰ · · · ۰ ۰

۰ a ۱ + a۲ a · · · ۰ ۰

...
...

...
...

. . .
...

...

۰ ۰ ۰ ۰ · · · a a۲ + ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,
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دو روی و داشته قرار a۲ + ۱ اصلͬ قطر روی و بوده قطری سه ماتریس این ͬ کنیم. م تعریف
رابطه n ≥ ۳ هر برای دهید نشان و کرده پیدا را D۲ و D۱ مقادیر ͬ گیرد. م قرار a فرعͬ قطر

است. برقرار Dn = (۱ + a۲)Dn−۱ − a۲Dn−۲ بازگشتͬ

دومینو هایی با ۲× n آرایه ͷی کردن پر مختلف حالت های تعداد دهنده نشان an کنید فرض . ١٣
بازگشتͬ رابطه n ≥ ۳ هر برای و a۲ = ۲ و a۱ = ۱ دهید نشان است. ۱ × ۲ ابعاد به

است. برقرار an = an−۱ + an−۲

دومینو هایی با ۳×۲n آرایه ͷی کردن پر مختلف حالت های تعداد دهنده نشان an کنید فرض . ١۴
xn دارد. قرار عمودی طور به ۳ بˀعد ،۳ × ۲n آرایه در کنید فرض است. ۱ × ۲ ابعاد به
است آرایه این در دومینوها گرفتن قرار مختلف حالت های تعداد دهنده نشان ترتیب به yn و
که است واضح دارد. قرار دومینو ٣ از کمتر یا و گرفته قرار دومینو ٣ راست، سمت در که

دهید: نشان . an = xn + yn

xn+۱ = xn + yn

yn+۱ = ۲xn + ۳yn,

.an+۲ = ۴an+۱ − an بͽیرید نتیجه آن از و

فیبوناتچͬ: دنباله در کنید ثابت استقرا با . ١۵

.fn−۱fn+۱ = f۲
n + (−۱)n (آ)

n∑
i=۰

f۲
i = fnfn+۱ (ب)

تعداد ͬ شود. م ساخته حرفͬ n کلمات edc و dcd ،cde ،bcd ،a رشته ای حرف از استفاده با . ١۶
دهید. نشان xn با را طریق این به شده ساخته حرفͬ n کلمات

بیابید. را x۳ و x۲ ،x۱ (آ)
بنویسید. xn دنباله برای را متناظر بازگشتͬ رابطه (ب)

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به طبیعͬ عدد زوج هر برای ۵ کرمان آ تابع . ١٧

A(۰, n) = n+ ۱
A(m,۰) = A(m− ۱,۱), m > ۰

A(m− ۱, n) = A(m− ۱, A(m,n− ۱)), m, n > ۰.

کنید. محاسبه را A(۳,۴) و A(۴,۲) مقدار

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را n ≥ ۱ ،n× n ماتریس برای Dn دترمینان . ١٨

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b ۰ ۰ · · · ۰ ۰
b b b ۰ · · · ۰ ۰
۰ b b b · · · ۰ ۰
...

...
...

...
. . .

...
...

۰ ۰ ۰ ۰ · · · b b
۰ ۰ ۰ ۰ · · · ۰ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Wilhelm Friedrich Ackermann (1896-1962)۵
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دهید نشان و کنید پیدا را D۲ و D۱ مقدار .(b مولفه های با قطری سه (ماتریس

Dn = bDn−۱ − b۲Dn−۲.

٣٠٠ سال، ͷی ابتدای در و دارد قبل سال رشد برابر سه سال هر نسبت به رشدی حلزون نوعͬ . ١٩
تکثیر برای حلزون ٢٠٠ شد. مشاهده حلزون ٣۵٠٠ بعد، سال ابتدای در و بوده موجود حلزون
تعداد دهنده نشان an اگر ͬ شود. م تکرار سال هر پایان در عمل این شد. منتقل دیͽر محل به

بنویسید. را an برای متناظر بازگشتͬ معادله باشد؛ سال n از بعد حلزون ها

ͬ آورد. م دنیا به ماهͬ بچه ٣٠ روز، ٢۵ هر از بعد و شده بالغ روز ٧۵ از بعد زنده زا ماهͬ نوعͬ . ٢٠
روز ٣٠٠ ماهͬ هر عمر اگر ͬ روند. م بین از آمده دنیا به تازه ͬ های ماه از درصد ١٠ دوره هر در
چند روزه ۶٠٠ دوره ͷی پایان در باشیم، داشته ماده) و (نر ماهͬ دو تنها کار ابتدای در و باشد
را ام n روزه ٢۵ دوره پایان در ͬ ها ماه تعداد کار، این برای داشت؟ خواهد وجود ماهͬ قطعه

بنویسید. را متناظر تفاضلͬ معادله و داده نشان an با

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Tn مثلثͬ عدد nامین ،n ≥ ۱ برای . ٢١

Tn = ۱ + ۲ + ۳ + · · ·+ n =
n(n+ ۱)

۲ .

بنویسید. Sn محاسبه برای بازگشتͬ رابطه ͷی باشد، Sn = T۱ + T۲ + · · ·+ Tn اگر

است. شده ساخته مثلثͬ اتم میلیون ١٠ با کریستالͬ ساختار ͷی شیمͬ، آزمایشͽاه ͷی در . ٢٢
Tn = nام ردیف کلͬ طور به و اتم ۶ سوم دریف ، اتم سه دوم ردیف اتم، ͷی اول ردیف

کنید). نگاه را قبلͬ (تمرین دارد اتم ۱ + ۲ + · · ·+ n

⃝

n = ۱

⃝
⃝⃝

n = ۲

⃝
⃝⃝
⃝⃝⃝

n = ۳

⃝
⃝⃝
⃝⃝⃝
⃝⃝⃝⃝

n = ۴

اتم های تعداد برای بازگشتͬ رابطه است؟ موجود اتم چند کریستالͬ ساختارهای این از ͷی هر در
بنویسید. را کریستال ها

است: قبلͬ جمله دو میانگین جمله هر آن در که بͽیرید نظر در را زیر دنباله . ٢٣

۰,۱, ۱۲ ,
۳
۴ ,

۵
۸ ,

۱۱
۱۶ , . . .

بنویسید. را an برای بازگشتͬ رابطه دهیم، نشان an با را nام جمله اگر

به حرکت احتمال و ۱
۳ چپ سمت به حرکت احتمال اگر بͽیرید. نظر در مجدداً را ١٠ . ۵ مثال . ٢۴

بنویسید. را متناظر بازگشتͬ رابطه آنگاه باشد، ۲
۳ راست سمت

هم روی طوری و شدهاند داده n و . . . ، ۲ ،۱ شعاع های به قرص n کنید فرض هانوی) (برج . ٢۵
خالͬ میله دو از دارند. قرار کوچͷ تر قرص های از پایین تر بزرگ تر، قرص های که شده اند چیده



١٨١ بازگشتͬ روابط

را فوق شرط جابجایی، هر در و ͬ کنیم م استفاده خالͬ میله دو از ͬͺی به قرص ها انتقال برای
ͬ دهیم. م نمایش an با را دیͽر میله به میله ای از قرص ها حرکات تعداد حداقل ͬ کنیم. م مراعات
(شͺل بنویسید an دنباله برای مناسبی بازگشتͬ رابطه .a۲ = ۳ و a۱ = ۱ که است واضح

ͬ شود). م مشاهد قرص چهار با میله سه شͺل این در کنید. نگاه نمونه عنوان به را بعدی

A B C

میله به A میله از است؛ مجاز زیر ترتیب به قرص ها انتقال کنید فرض ،٢۵ تمرین شرایط در . ٢۶
نشان an با را قرص ها انتقال تعداد حداقل اگر .A میله به C میله از و C میله به B میله از ،B

آورید. دست به را متناظر بازگشتͬ معادله دهیم،

قرص دو دقیقاً شعاع، هر از و داریم مختلف شعاع n با قرص ۲n کنید فرض هانوی، برج در . ٢٧
از ͬͺی به حرکات تعداد حداقل اگر نیستند. متمایز یͺسان، شعاع با قرص های و دارد وجود

بنویسید. را an برای بازگشتͬ رابطه دهیم، نشان an با را ohgd میله های

برج شرایط با C میله به دیͽر قرص n و B میله به قرص n انتقال هدف، اگر قبلͬ، تمرین در . ٢٨
را an برای مناسب بازگشتͬ رابطه باشد، حرکت ها تعداد حداقل دهنده نشان an و باشد هانوی

بنویسید.

چهارم میله به A میله از قرص ها انتقال مساله، هدف و باشیم داشته میله  چهار اگر ،٢۵ تمرین در . ٢٩
حل شرط این با نیز را تمرین ها بقیه چیست؟ مساله جواب باشد، خالͬ میله های از استفاده با

کنید.

قرص هایی و باشیم داشته ۲n و . . .،۲ ،۱ شعاع های به قرص ۲n اگر هانوی) برج (تعمیم . ٣٠
چند با حداقل .B میله روی زوج شعاع با قرص هایی و دارند قرار A میله روی فرد شعاع با
پایان در و مرحله هر در که طوری به کرد منتقل C میله روی را همه قرص ها ͬ توان م حرکت
بنویسید. را متناظر بازگشتͬ معادله نگیرد. قرار بزرگ تر قرص زیر کوچͷ تر، قرص هیچ کار،

را آن اول جمله پنج بͽیرید. نظر در را x۰ = ۱ با xn = nxn−۱ + ۱ خطͬ تفاضلͬ معادله . ٣١
دارید. خود ادعای برای دلیلͬ چه چیست؟ xn عمومͬ جواب شما نظر به بیابید.

آورید. دست به را محدب ضلعͬ n ͷی قطرهای تعداد برای بازگشتͬ رابطه . ٣٢

را نفر ۶ ͬ توان م روش چند به بنشیند؛ نفر ͷی حداقل میز هر کنار در که آن شرط با . ٣٣

نشاند. میز دو دور (آ)
نشاند. میز سه دور (ب)

کنید.) استفاده اول نوع استرلینگ اعداد از (راهنمایی‐

دهید: نشان دوم نوع و اول نوع استرلینگ اعداد برای . ٣۴



بازگشتͬ روابط ١٨٢

مثبت صحیح اعداد n و r آن در که s(r,۰) = s(۰, n) = ۰ و s(۰,۰) = ۰ (آ)
هستند.

s(r, r) = ۱ ،r ≥ ۰ هر برای (ب)

.s(r, r − ۱) =
(
r

۲

)
،r ≥ ۲ هر برای (ج)

.s(r,۱) = (r − ۱)! ،r ≥ ۲ هر برای (د)
.S(r,۲) = ۲r−۱ − ۱ ،r ≥ ۲ هر برای (ه)

.S(r,۳) = ۱
۲ (۳r−۱ + ۱)− ۲r−۱ (و)

.S(r, r − ۲) =
(
r

۳

)
+ ۳

(
r

۴

)
(ز)

ͬ کند. م صدق a۰ = ۲۵ اولیه شرط با an = ۲√an−۱ رابطه در an مثبت اعداد از دنباله ای . ٣۵
. lim
n→∞

an = ۴ دهد نشان

اگر است. پله دو حداکثر و ͷی حداقل شامل معمولͬ گام هر پلͺانͬ، ͷی از رفتن بالا هنگام . ٣۶
را دنباله این برای بازگشتͬ رابطه باشد، پله n با پلͺانͬ از رفتن بالا روش های تعداد f(n)

بنویسد.

تفاضلͬ معادلات حل ٣ . ۵

دیفرانسیل معادلات و تفاضلͬ معادلات بین ͬͺنزدی ارتباط شد، ملاحظه قبلͬ بخش در که طور همان
حل روش های همانند ͬ شود، م ارائه تفاضلͬ معادله حل برای بخش این در که روش هایی دارد. وجود

است. دیفرانسیل معادلات
تفاضلͬ معادله کنید فرض

xn − xn−۱ − ۲xn−۲ = ۰, n ≥ ۳, (۶ . ۵)

ثابت، ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیل معادله برای eαx مانند جوابی جستجوی نظیر است. شده داده
xn = λn صورت به را جوابی (۶ . ۵) تفاضلͬ معادله برای عمومͬ جواب ͷی آوردن دست به برای

داریم: (۶ . ۵) معادله در xn مقدار جایͽذاری با است. ناصفر ثابت مقدار λ که ͬ کنیم م جستجو

λn − λn−۱ − ۲λn−۲ = ۰
λn−۲(λ۲ − λ− ۲) = ۰

λ۲ − λ− ۲ = ۰. (٧ . ۵)

λ۲ − λ − ۲ چندجمله ای و ͬ گویند م (۶ . ۵) تفاضلͬ معادله برای مشخصه معادله را (٧ . ۵) معادله
ضرایب همان دقیقا چندجمله ای این ضرایب که باشید داشته توجه ͬ نامند. م مشخصه چندجمله ای را

هستند. تفاضلͬ معادله

xn − xn−۱ − ۲xn−۲ = ۰ : تفاضلͬ معادله
λ۲ − λ− ۲ = ۰ : مشخصه معادله



١٨٣ تفاضلͬ معادلات حل

داریم: k مرتبه از همͽن تفاضلͬ معادله برای کلͬ، حالت در

xn − a۱xn−۱ − a۲xn−۲ − · · · − akxn−k = ۰ : تفاضلͬ معادله
λk − a۱λ

k−۱ − a۲λ
k−۲ − · · · − ak = ۰ : مشخصه معادله

جواب های دو هر xn = (−۱)n و xn = ۲n لذا و دارد λ = ۲ و λ = −۱ جواب دو (٧ . ۵) معادله
ͬ کنیم. م خلاصه بعدی قاعده در را نتیجه این هستند. (۶ . ۵) تفاضلͬ معادله

تفاضلͬ: معادله حل

xn = آنگاه باشد، همͽن تفاضلͬ معادله با متناظر مشخصه معادله از دلخواه ریشه ای λ اگر
است. متناظر همͽن تفاضلͬ معادله جواب λn

نیز همͽن تفاضلͬ معادله باشد، داشته ریشه ͷی از بیش مشخصه معادله ͷی است ممͺن چون
دقیقاً قاعده این درستͬ اثبات داریم. را بعدی قاعده منظور این برای داشت. خواهد جواب ͷی از بیش
هر هستند، موجود خطͬ مستقل خاص جواب چند وقتͬ است. دیفرانسیل معادله حل روش مشابه
قاعده این برای مشابه استدلالͬ نوشتن است. دیفرانسیل معادله جواب نیز جواب ها این از خطͬ ترکیب

است. دانشجو عهده به

جواب ها: بودن خطͬ خاصیت تفاضلͬ‐ معادله حل

ثابت مقادیر ازای به آنگاه باشند، همͽن تفاضلͬ معادله خطͬ مستقل جواب  دو yn و xn اگر
رابطه ،c۲ و c۱

zn = c۱xn + c۲yn

است. همͽن تفاضلͬ معادله جواب نیز

صورت به جوابی (۶ . ۵) همͽن تفاضلͬ معادله بنابراین،

xn = c۱۲n + c۲(−۱)n, (٨ . ۵)

بازگشتͬ معادله در که است واضح ͬ نامند. م همͽن تفاضلͬ معادله عمومͬ جواب را جواب این دارد.
x۲ و x۱ خاص مقادیر ریاضͬ، زبان به ͬ شوند. م تولید متمایزی دنباله های ، x۲ و x۱ انتخاب هر با

ͬ گویند. م بازگشتͬ معادله برای اولیه شرایط را
طور به c۲ و c۱ است لازم کند؛ صدق شده داده اولیه شرایط در که جوابی آوردن دست به برای

باشیم: داشته باید ،x۲ = ۳ و x۱ = ۱ برای مثال، عنوان به شوند. اختیار مناسبی

۲c۱ − c۲ = ۱
۴c۱ + c۲ = ۳,

در c۲ و c۱ مقادیر جایͽذاری از بعد و c۲ =
۱
۳ و c۱ =

۲
۳ داریم: معادلات دستگاه این حل با که

داریم: (٨ . ۵) عمومͬ جواب

xn =
۲
۳۲n +

۱
۳ (−۱)n

=
۱
۳ (۲n+۱ + (−۱)n).



بازگشتͬ روابط ١٨۴

مثال عنوان به کرد. پیدا را xn مقدار قبلͬ، مقادیر دانستن بدون ͬ توان م ،n مختلف مقادیر برای حال
داریم: n = ۲۰ برای

x۲۰ =
۱
۳ (۲۲۱ + (−۱)۲۰) = ۶۹۹۰۵۱.

(چرا؟). است قسمت قابل ٣ بر ۲n+۱ + (−۱)n صورت به عددی هر ١۵ نتیجه

کنید. حل را زیر فیبوناتچͬ تفاضلͬ معادله ١٧ . ۵ مثال

f۰ = ۰, f۱ = ۱, fn − fn−۱ − fn−۲ = ۰, n ≥ ۲.

از: است عبارت متناظر مشخصه معادله : حل

λ۲ − λ− ۱ = ۰.

دارد: ریشه دو معادله این

λ۱ =
۱ +
√

۵
۲ , λ۲ =

۱−
√

۵
۲ .

است: زیر صورت به فیبوناتچͬ تفاضلͬ معادله عمومͬ جواب پس

fn = c۱

(
۱ +
√

۵
۲

)n

+ c۲

(
۱−
√

۵
۲

)n

.

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه اولیه، شرایط از استفاده با

c۱ + c۲ = ۰

c۱
۱ +
√

۵
۲ + c۲

۱−
√

۵
۲ = ۱.

پس

c۱ = − ۱√
۵
, c۲ =

۱√
۵
.

ͬ آید: م دست به زیر رابطه از فیبوناتچͬ دنباله عضو امین n بنابراین،

fn =
۱√
۵

[(
۱ +
√

۵
۲

)n

−

(
۱−
√

۵
۲

)n]
.

واقعاً شده داده nهای برای فیبوناتچͬ، دنباله عضو nامین محاسبه برای رابطه این روی محاسبات انجام
داریم: دو جمله ای قضیه از استفاده با کرد. ساده تر را آن ͬ توان م ولͬ است، سخت بسیار کاری

fn =
۱√
۵

۱
۲n

[
n∑

r=۰

(
n

r

)
۵ r

۲ −
n∑

r=۰

(
n

r

)
(−۱)r۵ r

۲

]

=
۱√
۵

۱
۲n−۱

[(
n

۱

)
۵ ۱

۲ +

(
n

۳

)
۵ ۳

۲ +

(
n

۵

)
۵ ۵

۲ + · · ·
]

=
۱

۲n−۱

[(
n

۱

)
+ ۵

(
n

۳

)
+ ۵۲

(
n

۵

)
+ · · ·

]
.



١٨۵ تفاضلͬ معادلات حل

(
n

r

)
ضریب که دارد ادامه جایی تا و است متناهͬ کروشه داخل جملات تعداد که است ذکر به لازم

توجه با همچنین است. استفاده قابل محاسباتͬ، نظر از فرمول این (چر؟). r > n یعنͬ شود؛ صفر

نزدیͷ ترین لذا و (
۱−
√

۵
۲ )n → ۰ آنگاه ،n → ∞ وقتͬ پس ،۰ <

√
۵− ۱
۲ < ۱ این که به

اعشاری عدد برای صحیح تقریب

۱√
۵

(
۱ +
√

۵
۲

)n

,

♢ است. fn همان باشد، بزرگ کافͬ حد به n وقتͬ

کنید. حل را ٩ . ۵ مثال در آمده دست به تفاضلͬ معادله ١٨ . ۵ مثال

است: زیر صورت به و بوده دوم مرتبه از تفاضلͬ معادله : حل

an − an−۱ − ۳an−۲ = ۰.

داریم: را زیر مشخصه معادله پس
λ۲ − λ− ۳ = ۰.

از: عبارتند مشخصه معادله این ریشه های

λ۱ =
۱ +
√

۱۳
۲ , λ۲ =

۱−
√

۱۳
۲ .

صورت: به تفاضلͬ معادله این عمومͬ جواب پس

an = c۱

(
۱ +
√

۱۳
۲

)n

+ c۲

(
۱−
√

۱۳
۲

)n

,

دستگاه ،a۲ = ۴ و a۱ = ۱ اولیه شرایط به توجه با هستند. دلخواه عدد دو c۲ و c۱ که است
ͬ آید: م دست به زیر معادلات

c۱
۱ +
√

۱۳
۲ + c۲

۱−
√

۱۳
۲ = ۱

c۱

(
۱ +
√

۱۳
۲

)۲

+ c۲

(
۱−
√

۱۳
۲

)۲

= ۴

و ͬ آیند م دست به c۲ =
۱۳−

√
۱۳

۲۶ و c۱ =
۱۳ +

√
۱۳

۲۶ معادلات، دستگاه این حل از پس
از: است عبارت ͬ کند، م صدق شده داده اولیه شرایط در که خصوصͬ جواب

an =
۱۳ +

√
۱۳

۲۶

(
۱ +
√

۱۳
۲

)n

+
۱۳−

√
۱۳

۲۶

(
۱−
√

۱۳
۲

)n

.



بازگشتͬ روابط ١٨۶

جزییات نوشت. دنباله اعضای کردن مشخص برای ساده تری محاسباتͬ فرمول قبلͬ، مثال مانند ͬ توان م
♢ ͬ کنیم. م واگذار تمرین عنوان به را آن

متمایز ریشه های مشخصه معادله که است معتبر زمانͬ شد، گفته جواب ها بودن خطͬ اصل در آنچه
و بوده خطͬ مستقل تفاضلͬ، معادله جواب های عنوان به yn و xn دنباله دو دیͽر، عبارت به دارد.
با m درجه معادله ͷی مشخصه، معادله اگر کلͬ، حالت در نباشد. دیͽری از ثابت مضربی هیچ کدام
صورت به متناظر همͽن تفاضلͬ معادله عمومͬ جواب آنگاه باشد، λ۱, λ۲, . . . , λm متمایز ریشه m

است: زیر
xn = c۱λ

n
۱ + c۲λ

n
۲ + · · ·+ cmλn

m,

حتͬ یا و منفͬ مثبت، عددی λi است ممͺن هستند. دلخواه و ثابت مقادیر c۱, c۲, . . . , cm آن در که
تکراری ریشه مشخصه معادله اگر هستند. متمایز ریشه ها این قبلͬ مثال دو در باشد. مختلط عدد ͷی

ͬ کنیم: م استفاده بعدی قاعده از آنگاه باشد، داشته

خطͬ: وابسته جواب های برای تفاضلͬ معادله جواب

آنگاه باشد، مشخصه معادله برای m مرتبه از تکراری ریشه λ اگر

λn, nλn, n۲λn, . . . , nm−۱λn,

صورت به عمومͬ جواب بنابراین، و بوده متناظر همͽن تفاضلͬ معادله جواب های

xn = (c۰ + c۱n+ c۲n
۲ + · · ·+ cm−۱n

m−۱)λn,

کنید). توجه دیفرانسیل معادلات در مشابه شرایط (به است

کنید. حل را ١٠ . ۵ مثال در آمده دست به تفاضلͬ معادله ١٩ . ۵ مثال

را λ = ۱ مضاعف ریشه معادله این است. λ۲ − ۲λ + ۱ = ۰ متناظر مشخصه معادله : حل
از: است عبارت متناظر تفاضلͬ معادله عمومͬ جواب لذا و دارد

pn = c۱ n۱n + c۲۱n = c۱n+ c۲.

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه ، (p۰ = ۰, pN = ۱) شده داده مرزی شرایط به توجه با

c۲ = ۰
c۱ N + c۱ = ۱.

از است عبارت شده داده مرزی شرایط با مساله خصوصͬ جواب لذا .c۲ = ۰ و c۱ =
۱
N

پس

♢ . pn =
n

N

تفاضلͬ معادله ٢٠ . ۵ مثال

yn = ۳yn−۱ − ۳yn−۲ + yn−۳,

کنید. حل y۵ = ۱۰ و y۳ = ۳ ،y۰ = ۰ اولیه شرایط با را



١٨٧ تفاضلͬ معادلات حل

از: است عبارت متناظر مشخصه معادله : حل

λ۳ − ۳λ۲ + ۳λ− ۱ = ۰,

صورت به تفاضلͬ معادله این عمومͬ جواب پس دارد. ٣ تکرار مرتبه از λ = ۱ ریشه تنها معادله این و
است: زیر

yn = c۱ ۱n + c۲ n۱n + c۳ n۲ ۱n = c۱ + c۲n+ c۳n
۲.

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه شده، داده اولیه شرایط به توجه با

n = ۰, c۱ = ۰
n = ۳, c۱ + ۳c۲ + ۹c۳ = ۳
n = ۵, c۱ + ۵c۲ + ۲۵c۳ = ۱۰.

از: است عبارت معادلات دستگاه این جواب

c۱ = ۰, c۲ = −۱
۲ , c۳ =

۱
۲ ,

از: است عبارت شده داده شرایط با متناظر همͽن تفاضلͬ معادله خصوصͬ جواب و

yn = −۱
۲n+

۱
۲n۲ =

n(n− ۱)
۲ .

♢

معادله راست طرف در که زمانͬ بود. همͽن شده داده تفاضلͬ معادله مثال ها، این تمامͬ در
همͽن، معادله برای آمده دست به عمومͬ جواب باشد، fn مانند گسسته توابع از دنباله ای تفاضلͬ،

کنید. توجه بعدی مثال به موضوع، بیشتر شدن روشن تر برای نیست. صادق دیͽر

اولیه شرایط با n ≥ ۳ برای xn − xn−۱ − ۲xn−۲ = ۱ ناهمͽن تفاضلͬ معادله ٢١ . ۵ مثال
دارد: متناظر همͽن معادله برای را زیر عمومͬ جواب ،x۲ = ۳ و x۱ = ۳

yn = c۱۲n + c۲(−۱)n,

داریم: کنیم اعمال را اولیه شرایط اگر و

yn =
۱
۳ (۲n+۱ + (−۱)n).

کمͬ با (چرا؟). ۰ = ۱ داریم دهیم قرار ناهمͽن تفاضلͬ معادله در را جواب این اگر که حالͬ در

یعنͬ ͬ کند؛ م صدق ناهمͽن تفاضلͬ معادله در pn = −۱
۲ دنباله که ͬ شود م ملاحظه دقت

pn − pn−۱ − ۲pn−۲ = −۱
۲ − (−۱

۲ )− ۲(−۱
۲ ) = ۱.



بازگشتͬ روابط ١٨٨

داریم: ناهمͽن معادله در جایͽذاری از بعد آنگاه ،xn = yn + pn کنیم فرض اگر حال

xn − xn−۱ − ۲xn−۲ = (yn −
۱
۲ )− (yn−۱ −

۱
۲ )− ۲(yn−۲ −

۱
۲ )

= (yn − yn−۱ − ۲yn−۲) + ۱ = ۱,

است. ناهمͽن معادله عمومͬ جواب xn نتیجه در و است متناظر همͽن معادله عمومͬ جواب yn زیرا

xn = c۱۲n + c۲(−۱)n − ۱
۲ .

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه کنیم، اعمال را اولیه شرایط اگر

۲c۱ − c۲ −
۱
۲ = ۱

۴c۱ + c۲ −
۱
۲ = ۳.

لذا و c۲ =
۱
۶ و c۱ =

۵
۶ نتیجه، در

xn =
۵
۶۲n +

۱
۲ (−۱)n +

۱
۲ ,

♢ ͬ کند. م صدق نیز ناهمͽن تفاضلͬ معادله اولیه شرایط در که است متناظر دنباله همان این و

برای را بعدی قاعده و ͬ گویند م ناهمͽن تفاضلͬ معادله خاص جواب را قبلͬ مثال در pn دنباله
ثابت ضرایب با خطͬ ناهمͽن دیفرانسیل معادله برای حل راه مانند برهان داریم. مساله هایی چنین

ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان جزییات نوشتن و است

ناهمͽن: تفاضلͬ معادله عمومͬ جواب

همͽن تفاضلͬ معادله عمومͬ جواب کردن جمع با ناهمͽن، تفاضلͬ معادله عمومͬ جواب
ͬ آید. م دست به ناهمͽن معادله خاص جواب ͷی و متناظر

معادله عمومͬ جواب از مناسبی انتخاب با معمولا˟ ناهمͽن، تفاضلͬ معادله برای خاص جواب
کنید. توجه ͬ آید؛ م ادامه در که ٨ . ۵ مثال حل روش به بیشتر توضیح برای ͬ آید. م دست به همͽن

عبارت متناظر همͽن تفاضلͬ معادله و است an − an−۱ = ۱ صورت به تفاضلͬ معادله این
است. λ = ۱ آن ریشه و λ− ۱ = ۰ از است عبارت مشخصه معادله . bn − bn−۱ = ۰ از است

داریم: همͽن معادله عمومͬ جواب برای پس

bn = c ۱n = c.

در دادن قرار با باشد، ناهمͽن تفاضلͬ معادله برای خاص جواب ͷی pn = A کنیم فرض اگر حال
،pn = An+B دادن قرار با ͬ شود. م منجر ۰ = ۱ تناقض به که A = A+۱ داریم ناهمͽن معادله

داریم:
A(n+ ۱) +B = An+B + ۱,



١٨٩ تفاضلͬ معادلات حل

pn خصوصͬ جواب fn عددی دنباله
A a
An+B an+ b
...

...
Arn

r +Ar−۱n
r−۱ + · · ·+A۰ arn

r + ar−۱n
r−۱ + · · ·+ a۰

Aλn aλn

(An+B)λn (an+ b)λn

...
...

(Arn
r + · · ·+A۰)λ

n (arn
r + · · ·+ a۰)λ

n

A sinλn+B cosλn a sinλn
A sinλn+B cosλn a cosλn
(An+B) sinλn+ (Cn+D) cosλn (an+ b) sinλn
(An+B) sinλn+ (Cn+D) cosλn (an+ b) sinλn
rn(A sinλn+B cosλn) rn sinλn
rn(A sinλn+B cosλn) rn cosλn

ناهمͽن. خطͬ تفاضلͬ معادله در توابع برخͬ برای متناظر خاص جواب :١ . ۵ جدول

داریم: کردن، ساده از بعد و

An+ (A+B)−An−B − ۱ = ۰
(A−A)n+A− ۱ = ۰,

عبارت ناهمͽن معادله عمومͬ جواب بنابراین است. دلخواه عددی B و ͬ دهد م نتیجه را A = ۱ که
از: است

an = c+ (n+B).

شرط از ،c۱ کردن پیدا برای .an = n+ c۱ پس داد. قرار c۱ مانند پارامتری c+B جای به ͬ توان م
نتیجه c۱ = ۱ آن  از که ۱ + c۱ = ۲ پس است، a۱ = ۲ ،n = ۱ ازای به ͬ کنیم. م استفاده اولیه

.an = n+ ۱ از است عبارت مساله جواب پس ͬ شود. م

تعدادی ۵ . ١ جدول در دارد. لازم دقت مقداری خاص، جواب زدن حدس شد، گفته آنچه به توجه با
λ جدول، این در که کنید توجه است. آمده شده، داده عددی دنباله های مناسب خاص جواب های از
تغییرات اندکͬ با مساله خاص جواب حالت هایی، چنین در نیست. متناظر همͽن تفاضلͬ معادله ریشه
هر در ͬ کنیم. م امتحان دوباره و کرده ضرب n در را خاص جواب کار این برای ͬ شود. م مشخص
کرد. استفاده خاص جواب ͷی کردن پیدا برای روش این از ͬ توان م باشد لازم که بار هرچند صورت

کنید. مشخص را pn خاص جواب fn عددی دنباله های برای ٢٢ . ۵ مثال

(a) fn = ۱ (b) fn = n (c) fn = ۲n

(d) fn = ۳n۲ + ۵ (e) fn = ۲n + (−۵)n (f) fn = n۲n + ۱
(g) fn = ۲× ۷n + ۳n+ ۴ (h) fn = ۶n۲ × ۳n
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: حل

(a) pn = A (b) pn = An+ b

(c) pn = A۲n (d) pn = An۲ +Bn+ C

(e) pn = A۲n +B(−۵)n (f) pn = (An+B)۲n + C

(g) pn = A۷n +Bn+ C (h) pn = (An۲ +Bn+ C)۳n.

معادله جواب های که شده اند نوشته فرض این با خاص جواب های این تمامͬ که است ذکر به لازم
خاص جواب کردن ضرب با صورت این غیر در هستند. خطͬ مستقل شده، داده دنباله با متناظر همͽن
♢ ͬ کنیم. م تولید را مناسب خاص جواب باشد)، لازم که هرجا (تا n در

کنید. حل x۰ = x۱ = ۰ شرط با را xn+۲−۴xn+۱ +۴xn = ۲n تفاضلͬ معادله ٢٣ . ۵ مثال

از است عبارت همͽن تفاضلͬ معادله : حل

xn+۲ − ۴xn+۱ + ۴xn = ۰

اگر خاص، جواب آوردن دست به برای است. xn = A۲n + Bn۲n متناظر عمومͬ جواب که
داریم: بͽیریم، نظر در را pn = A۲n

pn+۲ − ۴pn+۱ + ۴pn = ۲n

A۲n+۲ − ۴A۲n+۱ + ۴A۲n = ۲n

A۲n(۴− ۸ + ۴) = ۲n

A× ۰ = ۱.

ͬ گیریم. م نظر در pn = An۲n صورت به و کرده اصلاح را خاص جواب پس است. تناقض ͷی این
داریم: صورت این در

A(n+ ۲)۲n+۲ − ۴A(n+ ۱)۲n+۱ + ۴An۲n = ۲n

A۲n(۴(n+ ۲)− ۸(n+ ۱) + ۴n) = ۲n

A(۴n+ ۸− ۸n− ۸ + ۴n) = ۱
A× ۰ = ۱.

ͬ گیریم. م نظر در خاص جواب عنوان به را pn = An۲۲n دیͽر بار پس است. تناقض ͷی این دوباره
داریم

A(n+ ۲)۲۲n+۲ − ۴A(n+ ۱)۲۲n+۱ + ۴An۲۲n = ۲n

A۲n(۴(n+ ۲)۲ − ۸(n+ ۱)۲ + ۴n۲) = ۲n

A(۴n۲ + ۱۶n+ ۱۶− ۸n۲ − ۱۶n− ۸ + ۴n۲) = ۱
۸×A = ۱.

صورت به ناهمͽن معادله خاص جواب پس دارد. را A =
۱
۸ جواب معادله، این

pn =
۱
۸n۲۲n = n۲n−۳



١٩١ تفاضلͬ معادلات حل

داشت λ = ۲ مضاعف ریشه همͽن تفاضلͬ معادله برای مشخصه معادله که باشید داشته توجه است.
علت این به است. شده ظاهر نیز ناهمͽن تفاضلͬ معادله راست طرف در ریشه این آن، بر علاوه و

شده است. استفاده خاص جواب در n۲ ضریب
از: است عبارت ناهمͽن تفاضلͬ معادله عمومͬ جواب

xn = c۱۲n + c۲n۲n + n۲۲n−۳.

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه اولیه، شرایط به توجه با

c۱ = ۱

۲c۱ + ۲c۲ +
۱
۴ = ۰,

پس است. معادلات دستگاه این جواب c۲ =
۱
۸ و c۱ = ۰ که

xn = ۰× ۲n + (−۱
۸ )n۲n + n۲۲n−۳ = n(n− ۱)۲n−۳.

♢
دارد. مختلط ریشه مشخصه، معادله که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ بحث، ادامه در

کنید. حل x۱ = ۱ و x۰ = ۰ اولیه شرایط با را xn+۱ = xn−xn−۱ تفاضلͬ معادله ٢۴ . ۵ مثال

دارد: را زیر مختلط ریشه دو که است λ۲ − λ+ ۱ = ۰ متناظر مشخصه معادله : حل

λ۱ =
۱ +
√
−۳

۲ , λ۲ =
۱−
√
−۳

۲ .

است: زیر صورت به معادله این عمومͬ جواب بنابراین

xn = c۱λ
n
۱ + c۲λ

n
۲ .

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه مساله، اولیه شرایط به توجه با

c۱ + c۲ = ۰
c۱λ۱ + c۲λ۲ = ۱,

پس: ͬ دهد. م نتیجه را c۲ = − ۱√
−۳

و c۱ =
۱√
−۳

که

xn =
۱√
−۳

(
۱ +
√
−۳

۲

)n

− ۱√
−۳

(
۱−
√
−۳

۲

)n

این که به توجه با حال

λ۱ = cos
π

۳ + i sin
π

۳ , λ۲ = cos
π

۳ − i sin
π

۳ ,
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داریم:

λn
۱ = cos

nπ

۳ + i sin
nπ

۳ , λn
۲ = cos

nπ

۳ − i sin
nπ

۳ ,

ͬ شود: م نتیجه جبری؛ محاسبات مقداری از بعد

xn =
۲√
۳
sin

nπ

۳ .

♢

حل x۱ = ۲ و x۰ = ۱ اولیه شرایط با را xn = ۲xn−۱ − ۲xn−۲ تفاضلͬ معادله ٢۵ . ۵ مثال
کنید.

ریشه های ۱± i مختلط عدد دو که است λ۲−۲λ+۲ = ۰ مشخصه معادله مساله، این در : حل
داریم: و هستند آن

λ۱ =
√

۲
(
cos

π

۲ + i sin
π

۲
)
, λ۲ =

√
۲
(
cos

π

۲ − i sin
π

۲
)
,

بنابراین و

λn
۱ = ۲n

۲

(
cos

nπ

۲ + i sin
nπ

۲
)
, λn

۲ = ۲n
۲

(
cos

nπ

۲ − i sin
nπ

۲
)
.

پس
xn = Aλn

۱ +Bλn
۲ = ۲n

۲

(
(A+B) cos

nπ

۲ + i(A−B) sin
nπ

۲
)
.

داریم: و c۲ = i(A−B) و c۱ = A+B کنید فرض کار، سادگͬ برای

xn = ۲n
۲

(
c۱ cos

nπ

۲ + c۲ sin
nπ

۲
)
.

ͬ آید: م دست به زیر معادلات مساله، اولیه شرایط از استفاده با

c۱ = ۱, c۱ + c۲ = ۲.

پس
xn = ۲n

۲

(
cos

nπ

۲ + sin
nπ

۲
)
.

ͬ شود: م تولید زیر واضح تر نتیجه معادله این کردن ساده با

xn =

{
۲n

۲ n = ۴k, n = ۴k + ۱
−۲n

۲ n = ۴k + ۲, n = ۴k + ۳

♢
٣ . ۵ تمرین

کنید. حل را ٢ . ۵ بخش تمرین های در آمده دست به تفاضلͬ معادلات . ١



١٩٣ تفاضلͬ معادلات حل

کرده حل را a۲ = ۴ و a۱ = ۰ و n ≥ ۳ برای an = ۴(an−۱ − an−۲) تفاضلͬ معادله . ٢
بیابید. را an مقدار و

و کرده حل را a۱ = a۲ = ۱ و n ≥ ۳ برای an = ۵an−۱ − ۶an−۲ تفاضلͬ معادله . ٣
بیابید. را an مقدار

کنید فرض . ۴

bn =

(
n

۰

)
+

(
n− ۱

۱

)
+

(
n− ۲

۲

)
+ · · ·

داریم: n ≥ ۳ هر برای کنید ثابت و b۲ = ۲ و b۱ = ۱ کنید تحقیق

bn = bn−۱ + bn−۲,

است. فیبوناتچͬ دنباله برای دیͽر جوابی bn بنابراین، و

،a۱ = ۸ اولیه شرایط با n ≥ ۴ برای an = ۵an−۱− ۸an−۲ + ۴an−۳ تفاضلͬ معادله . ۵
بنویسید. را دنباله این اول جمله چند بیابید. را an مقدار و کرده حل را a۳ = ۲۴ و a۲ = ۴

کنید. حل شده داده اولیه شرایط با را زیر تفاضلͬ معادلات . ۶

.x۱ = ۲ و xn − ۲xn−۱ = ۶ (آ)
.x۱ = ۱, x۲ = ۳ و xn+۲ − xn+۱ − ۲xn = ۱ (ب)

.x۰ = ۱, x۱ = −۱
۲ و xn+۲ + ۲xn+۱ − ۱۵xn = ۶n+ ۱۰ (ج)

.x۰ = −۲, x۱ = ۰ و xn+۲ − xn+۱ − ۶xn = ۱۸n۲ + ۲ (د)
.x۰ = ۲ و xn+۱ − ۲xn = ۳ + ۴n (ه)

.x۱ = ۲ و ۲xn+۱ − xn = (
۱
۲ )n (و)

.x۰ = ۱, x۱ =
۱
۲ و xn+۲ − ۲xn+۱ + xn = ۱ (ز)

.x۰ = ۰, x۱ = ۰ و xn+۲ − ۸xn+۱ + ۱۶xn = (−۱)n (ح)
.x۰ = ۱ و xn+۱ + xn = ۵ (ط)

.x۰ = ۱, x۱ = ۱, x۲ = ۰ و xn − ۳xn−۱ + ۳xn−۲ − xn−۳ = −۱ (ی)
.x۰ = ۰, x۱ = ۰ و xn − ۳xn−۱ + ۲xn−۲ = n۲ (ک)

.x۰ = ۰ و xn =

{
۳xn−۱ nزوج
۲xn−۱ + ۱ nفرد (ل)

.x۰ = ۰, x۱ = ۱ و xn+۲ + ۲xn+۱ + ۲xn = ۰ (م)
.x۰ = ۱, x۱ = ۳ و xn+۲ − xn+۱ + xn = ۳× ۲n (ن)

.x۰ = x۱ = x۲ = x۳ = ۱ و xn+۴ − ۱۶xn = n+ ۳n (س)

.x۰ = ۰, x۱ = ۱ و xn+۲ + xn = ۵ cos
nπ

۲ (ع)

.x۰ = ۰, x۱ = ۱ و xn+۲ + ۴xn = ۵ cos
nπ

۲ (ف)



بازگشتͬ روابط ١٩۴

.x۰ = ۰, x۱ = ۱ و xn+۲ + xn = ۳ cos
nπ

۲ + ۲ sin
nπ

۲ (ص)

.x۰ = ۰, x۱ = ۱ و xn+۲ + xn = ۳ cos
nπ

۲ + ۲ sin
nπ

۳ (ق)

.x۰ = ۰, x۱ = ۱ و xn − xn−۱ − ۲xn−۲ = cosnπ (ر)

رابطه که بیابید چنان را r و q ،p ثابت های ،fn = A۲n +B۳n + ۴ برای . ٧

fn + pfn−۱ + qfn−۲ = r,

باشد. برقرار

مولد توابع ۴ . ۵

ͬ کنیم. م ارائه بازگشتͬ معادله های حل برای را مولد تابع نام به دیͽری مفید و قوی ابزار بخش این در
محدود بازگشتͬ معادله های حل به آنها کاربرد و هستند گسسته ریاضیات در مهمͬ ابزار مولد توابع

ͬ شود. نم

متناهͬ: دنباله برای توانͬ مولد تابع

دنباله، این برای توانͬ مولد تابع باشد، اعداد از متناهͬ دنباله ای a۰, a۱, a۲, . . . , an اگر
مانند چند جمله ای ͷی

G(x) = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + · · ·+ anx

n,

است. دلخواه متغیر ͷی x آن در که است

برای توانͬ مولد تابع و ۳− ۴x+ ۷x۲ چندجمله ای ،۳,−۴,۷ دنباله برای مولد تابع ٢۶ . ۵ مثال
♢ است. ۷− ۴x+ ۳x۲ + x۴ چندجمله ای ،۷,−۴,۳,۰,۱ دنباله

بنویسید. را n درجه دوجمله ای ضرایب دنباله برای مولد تابع ٢٧ . ۵ مثال

صورت به n درجه از ای دوجمله ضرایب دنباله : حل

ak =

(
n

k

)
,

صورت به متناهͬ دنباله این برای مولد تابع بنابراین، است. ۰ ≤ k ≤ n آن در که

G(x) =

(
n

۰

)
+

(
n

۱

)
x+

(
n

۲

)
x۲ + · · ·+

(
n

n

)
xn = (۱ + x)n,

♢ است.



١٩۵ مولد توابع

نامتناهͬ: دنباله برای توانͬ مولد تابع

دنباله این برای مولد تابع باشد، اعداد از نا متناهͬ دنباله ͷی a۰, a۱, a۲, . . . , an, . . . اگر
صورت به

G(x) = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + · · ·+ anx

n + · · · =
∞∑

n=۰
anx

n,

شود. مͬ تعریف

در ندارد. دیͽری مفهوم و بوده ظاهری متغیر ͷی x مولد، تابع در که است مهم نکته این یادآوری
ͬ شود. نم داده نسبت مولد تابع در x متغیر به مقداری هیچ واقع،

بنویسید. را ۱, λ, λ۲, λ۳, . . . نامتناهͬ دنباله برای مولد تابع ٢٨ . ۵ مثال

صورت به دنباله این مولد تابع : حل

G(x) = ۱ + λx+ λ۲x۲ + λ۳x۳ + · · · ,

دیͽر طرف از است.

G(x)− ۱ = λx(۱ + λx+ λ۲x۲ + λ۳x۳ + · · · ) = λxG(x),

صورت به تابع این شده ساده شͺل پس است.

G(x) =
۱

۱− λx
,

♢ است.

بنویسید. را فیبوناتچͬ دنباله برای مولد تابع ٢٩ . ۵ مثال

و f۰ = ۱ و n ≥ ۲ برای fn = fn−۱ + fn−۲ بازگشتͬ معادله با فیبوناتچͬ دنباله : حل
کنید فرض ͬ شود. م تعریف f1 = 2

F (x) = f۰ + f۱x+ f۲x
۲ + f۳x

۳ + · · · ,

کرده ضرب n ≥ ۲ برای xn در را فیبوناتچͬ دنباله بازگشتͬ معادله طرفین است. دنباله این مولد تابع
داریم: . ͬ بندیم م جمع n روی و

∞∑
n=۲

fnx
n =

∞∑
n=۲

fn−۱x
n +

∞∑
n=۲

fn−۲x
n. (٩ . ۵)



بازگشتͬ روابط ١٩۶

داریم: دیͽر طرف از

∞∑
n=۲

fnx
n = f۲x

۲ + f۳x
۳ + · · · = F (x)− f۰ − f۱x,

∞∑
n=۲

fn−۱x
n = f۱x

۲ + f۲x
۳ + f۳x

۴ + · · ·

= x(f۱x+ f۲x
۲ + f۳x

۳ + · · · )
= x(F (x)− f۰),

∞∑
n=۲

fn−۲x
n = f۰x

۲ + f۱x
۳ + f۲x

۴ + · · ·

= x۲(f۰ + f۱x+ f۲x
۲ + f۳x

۳ + · · · )
= x۲F (x).

داریم: (٩ . ۵) در معادلات این جایͽذاری با

F (x)− f۰ − f۱x = x(F (x)− f۰) + x۲F (x).

صورت به فیبوناتچͬ دنباله برای مولد تابع f۱ و f۰ مقادیر از استفاده با

F (x) =
x

۱− x− x۲ ,

♢ است.

بازگشتͬ معادله برای مولد تابع ٣٠ . ۵ مثال

yn + ۲yn−۱ − ۱۵yn−۲ = ۰,

.y۱ = ۱ و y۰ = ۰ آن در که بنویسد n ≥ ۲ برای

با n ≥ ۲ برای را آمده دست به معادله های و کرده ضرب xn در را بازگشتͬ معادله طرفین : حل
داریم: دادیم، انجام ٢٩ . ۵ مثال در آنچه مطابق ͬ کنیم. م جمع هم

G(x)− y۰ − y۱x+ ۲x(G(x)− y۰)− ۱۵x۲G(x) = ۰,

بنابراین و

G(x) =
y۰ + (۲y۰ + y۱)x

۱ + ۲x− ۱۵x۲ .

صورت به مولد تابع اولیه، شرایط دادن قرار با

G(x) =
x

۱ + ۲x− ۱۵x۲ ,

♢ ͬ شود. م مشخص



١٩٧ مولد توابع

ͬ کند. نم ارائه دنباله اعضای برای را صریحͬ جواب آمد، دست به G(x) برای ٣٠ . ۵ مثال در آنچه
جزیی کسرهای به را مولد تابع در آمده دست به کسر دنباله، اعضای صریح نمایش آوردن دست به برای
تابع برای ͬ کنیم. م مشخص را دنباله اعضای توانͬ، سری به جزیی کسرهای بسط از و کرده ͷتفکی

داریم: ٣٠ . ۵ مثال مولد

G(x) =
x

۱ + ۲x− ۱۵x۲ =
x

(۱− ۳x)(۱ + ۵x) =
۱
۸

۱− ۳x −
۱
۸

۱ + ۵x.

بنابراین

G(x) =
۱
۸ (۱ + ۳x+ ۳۲x۲ + · · · )− ۱

۸ (۱− ۵x+ ۵۲x۲ − ۵۳x۳ + · · · ),

نتیجه در و

yn =
۱
۸۳n − ۱

۸ (−۵)n.

کنید. مشخص را دنباله این عمومͬ عضو فیبوناتچͬ، دنباله مولد تابع از استفاده با ٣١ . ۵ مثال

داریم: ͬ نویسیم. م جزیی کسرهای مجموع صورت به را فیبوناتچͬ دنباله مولد تابع ابتدا : حل

G(x) =
۱

۱− x− x۲ =
A

۱− λ۱x
+

B

۱− λ۲x
,

به بسط از استفاده با .B = − ۱√
۵

و A =
۱√
۵

،λ۲ =
۱−
√

۵
۲ ،λ۱ =

۱ +
√

۵
۲ آن در که

داریم: ۱
۱− λ۱x

و ۱
۱− λ۲x

تابع های هندسͬ سری

G(x) =
۱√
۵
(۱ + λ۱x+ λ۲

۱x
۲ + · · · )− ۱√

۵
(۱ + λ۲x+ λ۲

۲x
۲ + · · · ).

پس

fn =
۱√
۵
λn

۱ −
۱√
۵
λn

۲ ,

♢ آمد. دست به ١٧ . ۵ مثال در که است جوابی همان این و

بازگشتͬ رابطه در آن اعضای که {bn}∞n=۰ صحیح اعداد دنباله ٣٢ . ۵ مثال

bn − ۲bn−۱ − bn−۲ + ۲bn−۳ =

{
۱ n = ۳
۰ n ≥ ۴

را دنباله این مولد تابع بͽیرید. نظر در را ͬ کنند م صدق b۲ = ۲ و b۰ = b۱ = ۰ اولیه شرایط با
بنویسید.



بازگشتͬ روابط ١٩٨

کنید فرض : حل

B(x) = b۰ + b۱x+ b۲x
۲ + b۳x

۳ + · · · ,

به معادله های سپس و کرده ضرب xn در را بازگشتͬ رابطه طرفین ابتدا است. دنباله این مولد تابع
داریم: ͬ کنیم. م جمع هم با را آمده دست

∞∑
n=۳

xn(bn − ۲bn−۱ − bn−۲ + ۲bn−۳) = ۱x۳ + ۰x۴ + ۰x۵ + · · · = x۳.

پس

(B(x)− b۰ − b۱x− b۲x
۲)− ۲x(B(x)− b۰ − b۱x)
−x۲(B(x)− b۰) + ۲x۳B(x) = x۳,

صورت به متناظر مولد تابع کردن ساده از بعد و

B(x) =
۲x۲ + x۳

۱− ۲x− x۲ + ۲x۳ ,

♢ است.

توجه بعدی مثال به است. رایج گسسته ریاضیات مسایل از بسیاری حل در مولد تابع از استفاده
کنید.

در که کنید مشخص را x۱ + x۲ = n معادله جواب های تعداد مولد، تابع از استفاده با ٣٣ . ۵ مثال
آن

x۱ ∈ A = {۰,۱,۲,۳,۴}, x۲ ∈ B = {۲,۳,۴}.

و g۱ = ۰ ، g۰ = ۰ که است واضح ͬ دهیم. م نشان gn با را معادله این جواب های تعداد : حل
صورت به متناظر مولد تابع

G(x) = g۰ + g۱x+ g۲x
۲ + · · · ,

صورت به را A مجموعه برای مولد تابع است.

GA(x) =
∑
a∈A

xa = ۱ + x+ x۲ + x۳ + x۴,

صورت به را B مجموعه برای مولد تابع ترتیب، همین به و

GB(x) =
∑
b∈B

xb = x۲ + x۳ + x۴,

که ͬ شود م ملاحظه وضوح به ͬ کنیم. م تعریف

G(x) = GA(x)×GB(x) = (۱ + x+ x۲ + x۳ + x۴)(x۲ + x۳ + x۴).



١٩٩ مولد توابع

پس .b ∈ B و a ∈ A آن در که است xa+b صورت به معادله این راست طرف عمومͬ جمله زیرا

G(x) = x۲ + ۲x۳ + ۳x۴ + ۳x۵ + ۳x۶ + ۲x۷ + x۸.

♢ ͬ شود. م مشخص مختلف nهای برای مساله جواب های تابع، این از استفاده با

بعدی مثال به نمونه عنوان به کرد. اجرا نیز ͬ تر کل حالت در ͬ توان م را قبلͬ مثال در شده ارائه روش
کنید. توجه

معادله صحیح جواب های تعداد gn کنید فرض ٣۴ . ۵ مثال

x۱ + x۲ + x۳ + x۴ = n,

و ۲ ≤ x۳ ≤ ۶ ،۴ ≤ x۲ ≤ ۷ ،x۱ ≥ ۰ و بوده نامنفͬ صحیح عدد ͷی n ≥ ۰ آن در که است
کنید. مشخص {gn} دنباله برای را مولد تابع .x۴ ≥ ۱۳

صورت به را A۱, A۲, A۳, A۴ مجموعه های : حل

A۱ = {۰,۱,۲,۳, . . .},
A۲ = {۴,۵,۶,۷},
A۳ = {۲,۳,۴,۵,۶},
A۴ = {۱۳,۱۴,۱۵, . . .},

به مجموعه ها این برای را مولد تابع ابتدا قبلͬ، مثال در شده بیان روش به توجه با ͬ کنیم. م تعریف
صورت

GA۱(x) = ۱ + x+ x۲ + x۳ + · · · ,
GA۲(x) = x۴ + x۵ + x۶ + x۷,

GA۳(x) = x۲ + x۳ + x۴ + x۵ + x۶,

GA۴(x) = x۱۳ + x۱۴ + x۱۵ + · · · ,

صورت به دنباله این مولد تابع پس ͬ نویسیم. م

G(x) = GA۱(x)GA۲(x)GA۳(x)GA۴(x)

=
۱

۱− x
(x۴ + x۵ + x۶ + x۷)(x۲ + x۳ + x۴ + x۵ + x۶)

x۱۳

۱− x

=
x۱۹(۱ + x+ x۲ + x۳)(۱ + x+ x۲ + x۳ + x۴)

(۱− x)۲
,

♢ است.

استفاده با را x۱+x۲+x۳+x۴ = n سیاله معادله نامنفͬ و صحیح جواب های تعداد ٣۵ . ۵ مثال
بیابید. مولد تابع از

برای است. سیاله معادله این نامنفͬ و صحیح جواب های تعداد دهنده نشان gn کنید فرض : حل
داریم: و کرده تعریف را Ai = {۰,۱,۲,۳, . . .} مجموعه های ،۱ ≤ i ≤ ۴

GAi(x) = ۱ + x+ x۲ + x۳ + · · · = ۱
۱− x

.



بازگشتͬ روابط ٢٠٠

بنابراین

G(x) = (GAi
(x))

۴
= (۱ + x+ x۲ + x۳ + · · · )۴ = (۱− x)−۴.

مساله جواب ،۴ . ٣ قضیه به توجه با

gn = (−۱)n
(
n− ۳
n

)
,

است. g۲۵ = ۳۲۷۶ سیاله معادله این نامنفͬ و صحیح جواب های تعداد ،n = ۲۵ برای مثلا́ است.
♢

S = عضوی n مجموعه از عضوی r زیرمجموعه های تعداد مولد، تابع از استفاده با ٣۶ . ۵ مثال
بیابید. را نیستد متوالͬ اعداد شامل که {۱,۲, . . . , n}

آن در که است Sr = {s۱, s۲, . . . , sr} نظر مورد زیرمجموعه کنید فرض کار، این برای : حل
صورت این در .۱ ≤ s۱ < s۲ < s۳ < · · · < sr ≤ n و si ∈ Sr ،۱ ≤ i ≤ r هر برای

s۱ ≥ ۱, s۲ − s۱ ≥ ۲, . . . , sr − sr−۱ ≥ ۲.

صورت به را yi دنباله

y۱ = s۱,

yi = si − si−۱, ۲ ≤ i ≤ r

yr+۱ = n− sr,

صورت این در ͬ کنیم. م تعریف

y۱ + y۲ + y۳ + · · ·+ yr + yr+۱ = y۱ +

r∑
i=۲

yi + yr+۱

= y۱ +

r∑
i=۲

(si − si−۱) + yr+۱

= s۱ + (sr − s۱) + (n− sr) = n.

سیاله معادله ،Sr مناسب زیرمجموعه هر با متناظر پس

y۱ + y۲ + y۳ + · · ·+ yr + yr+۱ = n,

تعداد بنابراین، .yr+۱ ≥ ۰ و ۲ ≤ i ≤ r هر برای yi ≥ ۲ ،y۱ ≥ ۱ آن در که داریم را
مشخص برای است. مساوی سیاله معادله این صحیح جواب های تعداد با Sr نوع از زیرمجموعه هایی

داریم: ͬ کنیم. م استفاده مولد تابع از جواب ها این تعداد کردن

G(x) = (x+ x۲ + x۳ + · · · )(x۲ + x۳ + x۴ + · · · )r−۱(۱ + x+ x۲ + · · · )

= x(۱ + x+ x۲ + · · · )
[
x۲(۱ + x+ x۲ + · · · )

]r−۱
(۱ + x+ x۲ + · · · )

= x۲r−۱(۱ + x+ x۲ + x۳ + · · · )r+۱

= x۲r−۱ ۱
(۱− x)r+۱ = x۲r−۱(۱− x)−r−۱.



٢٠١ مولد توابع

در را xn−۲r+۱ ضریب دیͽر عبارت به کنیم. مشخص G(x) در را xn ضریب است کافͬ بنابراین
داریم: ،۴ . ٣ قضیه مطابق ͬ کنیم. م پیدا (۱− x)−(۱+r) تابع بسط

(۱− x)−(r+۱) =
∞∑
k=۰

(
r + k

k

)
xk,

از: است عبارت xn−۲r+۱ )ضریب
n− r + ۱
n− ۲r + ۱

)
.

با ضریب این ،r = ۴ و n = ۱۵ خاص حالت برای )مثلا́
۱۲
۸

)
= ۴۹۵,

♢ است. برابر

روش چند به است. مثبت و صحیح عدد ͷی n کنید فرض صحیح) اعداد (افرازهای ٣٧ . ۵ مثال
تابع از استفاده با را مساله جواب نوشت؟ n با مساوی یا کمتر اعداد مجموع صورت به را n ͬ توان م

بیابید. مولد

صورت این در ͬ دهیم. م نشان P (n) با را n افرازهای تعداد : حل

P (۱) = ۱ ۱ = ۱,
P (۲) = ۲ ۲ = ۲, ۲ = ۱ + ۱
P (۳) = ۳ ۳ = ۳, ۳ = ۲ + ۱, ۳ = ۱ + ۱ + ۱
P (۴) = ۵ ۴ = ۴, ۴ = ۳ + ۱, ۴ = ۲ + ۲, ۴ = ۲ + ۱ + ۱,

۴ = ۱ + ۱ + ۱ + ۱.

.i ≥ ۱ آن در که ͬ دهیم م نشان ai با را افراز ͷی در ها i تعداد ،n نامنفͬ و صحیح عدد هر برای
متناظر n مثبت و صحیح عدد افرازهای تعداد ترتیب، این به .ai ∈ {0, 1, 2, . . .} که است واضح
جواب های تعداد اگر است. a۱ + a۲ + · · · = n سیاله معادله نامنفͬ و صحیح جواب های تعداد با

صورت به دنباله این برای F (x) مولد تابع دهیم، نشان fn با را مساله این

(۱ + x+ x۲ + · · · )(۱ +۲ +x۴ + · · · )(۱ + x۳ + x۶ + · · · ) · · · =
∞∑

n=۰
P (n)xn,

شدۀ ساده صورت به را F (x) تابع است بهتر . دهید) (نشان است

F (x) =
۱

۱− x
.

۱
۱− x۲ .

۱
۱− x۳ . · · · =

∞∏
n=۱

۱
۱− xn

,

است F (x) در x۱۰ ضریب مساوی مساله جواب های تعداد ،n = ۱۰ برای مثال، عنوان به بنویسیم.
♢ کنید). (پیدا



بازگشتͬ روابط ٢٠٢

بخرد. تلویزیونͬ شبͺه ͷی از خود محصولات تبلیغ برای زمان دقیقه n است مایل شرکتͬ ٣٨ . ۵ مثال
چند به شرکت این باشد، دقیقه ای دو یا دقیقه ای ͷی ثانیه ای، ٣٠ صورت به تبلیغ پخش زمان مدت اگر

باشد؟ داشته تبلیغ وقت ͬ تواند م روش

جواب های تعداد با مساوی مساله این جواب آنگاه بͽیریم، نظر در زمانͬ واحد را ثانیه ٣٠ اگر : حل
سیاله معادله نامنفͬ و صحیح

x۱ + ۲x۲ + ۴x۳ = ۲n,

تعریف با است. ثانیه ای ١٢٠ و ۶٠ ،٣٠ تبلیغ های تعداد ترتیب به x۳ و x۲ ،x۱ آن در که است
صورت به جدید متغیرهای

y۱ = x۱, y۲ = ۲x۲, y۳ = ۴x۳,

است برقرار متغیرها این بین زیر رابطه

y۱ + y۲ + y۳ = ۲n,

آن در که

y۱ ∈ {۰,۱,۲, . . .}
y۲ ∈ {۰,۲,۴, . . .}
y۳ ∈ {۰,۴,۸, . . .} .

به دنباله این مولد تابع دهیم، نشان fn به را سیاله معادله این نامنفͬ و صحیح جواب های تعداد اگر
صورت

F (x) = (۱ + x+ x۲ + · · · )(۱ + x۲ + x۴ + · · · )(۱ + x۴ + x۸ + · · · )

=
۱

۱− x
.

۱
۱− x۲ .

۱
۱− x۴ ,

جزیی، کسرهای به F (x) ͷتفکی از استفاده (با است مساله جواب F (x) تابع در x۲n ضریب است.
♢ کنید). مشخص را ضریب این

و داده نشان pα(x) با را متمایز اعداد مجموع به n مثبت و صحیح عدد افرازهای تعداد ٣٩ . ۵ مثال
بیابید. را آن مولد تابع

تمامͬ ابتدا مساله، حل روش بهتر درک برای ͬ دهیم. م نشان Pα(n) با را دنباله این مولد تابع : حل
صورت به افرازها این ͬ نویسیم. م n = ۶ خاص حالت برای را مناسب افرازهای

۱ + ۵ = ۶, ۱ + ۲ + ۳ = ۶, ۲ + ۴ = ۶, ۶ = ۶,

۱ + xk آنگاه، باشد افراز عوامل از ͬͺی k اگر ،Pα(n) محاسبه برای .pα(۶) = ۴ بنابراین است.
صورت به دنباله این اعضای برای مولد تابع بنابراین (چرا؟). دارد حضور مولد تابع در

Pα(n) = (۱ + x)(۱ + x۲)(۱ + x۳) · · · =
n∏

k=۱
(۱ + xk),



٢٠٣ مولد توابع

در xn ضریب ،n مثبت و صحیح عدد هر برای است.

(۱ + x)(۱ + x۲)(۱ + x۳) · · · (۱ + xn),

در x۶ ضریب دهید نشان مثال، عنوان به (چرا؟). است مساله جواب

(۱ + x)(۱ + x۲) · · · (۱ + x۶),

♢ است. pα(۶) = ۴

کار سختͬ نمایید، دقت شدند، حل توانͬ مولد تابع از استفاده با حال به تا که مثال هایی در اگر
مزیت که ͬ کنیم م معرفͬ را نمایی مولد تابع ادامه، در ͬ شود. م مشاهده وضوح به ضرایب محاسبه در

دارد. را ضرایب محاسبه در سادگͬ

نامتناهͬ: دنباله برای نمایی مولد تابع

تابع ،{an}∞۰ حقیقͬ دنباله برای

F (x) = a۰ + a۱
x

۱! + a۲
x۲

۲! + · · · =
∞∑

n=۰

an
n!

xn,

ͬ نامند. م نمایی مولد تابع را

کرد؟ مرتب و انتخاب را ENGINE کلمه حروف از حرف چهار ͬ توان م روش چند به ۴٠ . ۵ مثال
کنید. مشخص نمایی مولد تابع از استفاده با را سوال پاسخ

پس شود، ظاهر بار دو یا و ͷی صفر، است ممͺن E حرف حرفͬ، چهار ترتیب های در چون : حل

یا و صفر ترتیب این در G حرف است ممͺن همچنین ͬ کنیم. م استفاده ۱ + x +
x۲

۲! مولد تابع از
دو برای مشابه، روش به است. ۱ + x مولد تابع در آن با متناظر عبارت بنابراین شود. ظاهر یͷ بار

صورت به مساله این برای مولد تابع داریم. مولد تابع در را مشابهͬ عبارت های نیز I و N حرف

G(x) = (۱ + x+
x۲

۲! )
۲(۱ + x)۲,

جمع هم با را چهار توان با جملات تمامͬ است. x
۴

۴! ضریب نظر، مورد روش های تعداد و است
داریم: ͬ کنیم. م

x۴

۲!۲! +
x۴

۲! +
x۴

۲! +
x۴

۲! +
x۴

۲! +
x۴

۲! +
x۴

۲! + x۴.

صورت به را جملات این x
۴

۴! ضریب کردن پیدا برای

x۴

۴!

(
۴!

۲!۲! +
۴!
۲! +

۴!
۲! +

۴!
۲! +

۴!
۲! +

۴!
۲! +

۴!
۲! + ۴!

)
,

♢ است. ۱۰۲ ،x
۴

۴! ضریب که کرد مشاهده ͬ توان م سادگͬ به ͬ کنیم. م مرتب



بازگشتͬ روابط ٢٠۴

کار شرکت این کارگاه چهار در باید که است کرده استخدام جدید کارمند ١١ شرکتͬ ۴١ . ۵ مثال
تابع از استفاده با را ممͺن روش های تعداد کند. کار نفر ͷی حداقل کارگاه هر در که طوری به کنند،

کنید. مشخص نمایی مولد

از حرفͬ ١١ ترتیب هر ͬ دهیم. م نشان D و C ،B ،A حروف با را شرکت این کارگاه های : حل
است. کارگاه چهار در نفر یازده این شدن کار به مشغول حالت های از ͬͺی با متناظر حرف چهار این

از: است عبارت حروف ترتیب این برای نمایی مولد تابع

F (x) = (x+
x۲

۲! +
x۳

۳! + · · · )
۴

= (ex − ۱)۴

= e۴x − ۴e۳x + ۶e۲x − ۴ex + ۱.

مقدار این و است کار انجام روش های تعداد x
۱۱

۱۱! ضریب

۴۱۱ − ۴× ۳۱۱ + ۶× ۲۱۱ × ۱۱۱ =

۳∑
i=۰

(−۱)i
(
۴
i

)
(۴− i)۱۱,

برابر عضوی چهار مجموعه ͷی به عضوی یازده مجموعه ͷی از پوشا توابع تعداد با مقدار این است.
♢ کنید). بیان برابری این برای ترکیبیاتͬ (توصیف است

مثال به نمونه عنوان به کرد. استفاده نیز بازگشتͬ معادلات دستگاه حل برای ͬ توان م مولد تابع از
کنید. توجه بعدی

بازگشتͬ معادلات دستگاه ۴٢ . ۵ }مثال
an+۱ = ۲an + bn
bn+۱ = an + bn

,

کنید. حل مولد تابع از استفاده با b۰ = ۰ و a۰ = ۱ اولیه شرایط با را

دنباله های مولد تابع های ترتیب به G(x) =

∞∑
n=۰

bnx
n و F (x) =

∞∑
n=۰

anx
n کنید فرض : حل

داریم: معادلات دستگاه از استفاده با باشند. n ≥ ۰ برای {bn} و {an}

an+۱x
n+۱ = ۲anxn+۱ + bnx

n+۱

bn+۱x
n+۱ = anx

n+۱ + bnx
n+۱.

معادلات ،n ≥ ۰ برای معادلات این کردن جمع با

∞∑
n=۰

an+۱x
n+۱ = ۲x

∞∑
n=۰

anx
n + x

∞∑
n=۰

bnx
n

∞∑
n=۰

bn+۱x
n+۱ = x

∞∑
n=۰

anx
n + x

∞∑
n=۰

bnx
n



٢٠۵ مولد توابع

معادلات دستگاه مجهول، عنوان به G(x) و F (x) تابع دو حسب بر ͬ آیند. م دست }به
F (x)− a۰ = ۲xF (x) + xG(x)
G(x)− b۰ = xF (x) + xG(x)

,

داریم ͬ کنیم. م حل را

F (x) =
۱− x

x۲ − ۳x+ ۱ =
۵ +
√

۵
۱۰

(
۱

α− x

)
+

۵−
√

۵
۱۰

(
۱

β − x

)
,

G(x) =
x

x۲ − ۳x+ ۱ =
−۵− ۳

√
۵

۱۰

(
۱

α− x

)
+
−۵ + ۳

√
۵

۱۰

(
۱

β − x

)
,

برای بازگشتͬ معادلات دستگاه جواب پس هستند. β =
۳−
√

۵
۲ و α =

۳ +
√

۵
۲ آن در که

صورت به n ≥ ۰

an =
۵ +
√

۵
۱۰

(
۳−
√

۵
۲

)n+۱

+
۵−
√

۵
۱۰

(
۳ +
√

۵
۲

)n+۱

bn =
−۵− ۳

√
۵

۱۰

(
۳−
√

۵
۲

)n+۱

+
−۵ + ۳

√
۵

۱۰

(
۳ +
√

۵
۲

)n+۱

,

♢ است.

مثال به نمونه عنوان به کرد. استفاده نیز ناهمͽن بازگشتͬ معادله های حل برای ͬ توان م مولد تابع از
کنید. توجه بعدی

رابطه در آن جملات که {an} دنباله عمومͬ جمله برای فرمولͬ مولد، تابع از استفاده با ۴٣ . ۵ مثال
بازگشتͬ

an + ۳an−۱ + ۲an−۲ = n,

کنید. پیدا است، a۱ = ۲ و a۰ = ۱ و ͬ کنند م صدق n ≥ ۲ برای

با را {an} دنباله مولد تابع : حل

G(x) = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + · · · ,

ͬ کنیم. م جمع هم با n ≥ ۲ برای و کرده ضرب xn در را تفاضلͬ معادله طرفین ͬ دهیم. م نشان

∞∑
n=۲

anx
n + ۳

∞∑
n=۲

an−۱x
n + ۲

∞∑
n=۲

an−۲x
n =

∞∑
n=۲

nxn,

یا و
∞∑

n=۲
anx

n + ۳x
∞∑

n=۲
an−۱x

n−۱ + ۲x۲
∞∑

n=۲
an−۲x

n−۲ = x

∞∑
n=۲

nxn−۱.



بازگشتͬ روابط ٢٠۶

رابطه مولد، تابع تعریف به توجه با

(G(x)− a۰ − a۰x) + ۳x(G(x)− a۰) + ۲x۲G(x) = x(۲x+ ۳x۲ + ۴x۳ + · · · ),

داریم: دنباله اولیه مقادیر دادن قرار با است. برقرار

(۱ + ۳x+ ۲x۲)G(x) + (−۱− ۷x) = x

(
۱

۱− x
− ۱− x

)′

= x

[(
۱

۱− x

)۲
− ۱

]
.

است زیر صورت به مولد تابع کردن، ساده از بعد

G(x) =
−۸x۳ + ۱۱x۲ − ۳x− ۱

(۱− x)۳(۱− ۲x) .

♢ ͬ شود. م واگذار تمرین عنوان به xn ضریب کردن پیدا و جزیی کسرهای به تبدیل

رابطه در آن جملات که {an} دنباله عمومͬ جمله برای فرمولͬ مولد، تابع از بااستفاده ۴۴ . ۵ مثال
بازگشتͬ

an + ۳an−۱ + ۲an−۲ = ۲n,

کنید. پیدا هستند، a۱ = ۱ و a۰ = ۱ و ͬ کنند م صدق n ≥ ۲ برای

با را {an} دنباله مولد تابع : حل

G(x) = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + · · · ,

داریم: ͬ کنیم. م جمع هم با n ≥ ۲ برای و کرده ضرب xn در را تفاضلͬ معادله طرفین ͬ دهیم. م نشان

∞∑
n=۲

anx
n + ۳

∞∑
n=۲

an−۱x
n + ۲

∞∑
n=۲

an−۲x
n =

∞∑
n=۲

۲nxn,

بنابراین و
∞∑

n=۲
anx

n + ۳x
∞∑

n=۲
an−۱x

n−۱ + ۲x۲
∞∑

n=۲
an−۲x

n−۲ =

∞∑
n=۲

(۲x)n.

صورت به مولد تابع کردن، ساده و a۱ و a۰ مقادیر دادن قرار از بعد

G(x) =
۱ + ۲x− ۴x۲

(۱− x)(۱− ۲x)۲ ,

♢ ͬ شود. م واگذار تمرین عنوان به xn ضریب کردن پیدا و جزیی کسرهای به تبدیل است.

بودند. ثابت ضرایب با خطͬ بازگشتͬ معادله های شدند، بررسͬ حال به تا که مثال هایی تمامͬ
ͷی به مولد تابع روش از استفاده آنگاه نباشند ثابت معادله ضرایب اگر که ͬ دهد م نشان بعدی مثال

ͬ شود. م منجر دیفرانسیل معادله



٢٠٧ مولد توابع

بازگشتͬ رابطه در n ≥ ۱ برای آن جملات که {an} دنباله برای مولد تابع ۴۵ . ۵ مثال

nan + ۳an−۱ = n,

بیابید. را است، a۰ = ۱ و ͬ کنند م صدق

با را {an} دنباله مولد تابع : حل

G(x) = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + · · · ,

داریم: ͬ کنیم. م جمع هم با n ≥ ۱ برای و کرده ضرب xn در را تفاضلͬ معادله طرفین ͬ دهیم. م نشان

∞∑
n=۱

nanx
n + ۳

∞∑
n=۱

an−۱x
n =

∞∑
n=۲

nxn,

یا و

x

∞∑
n=۱

nanx
n−۱ + ۳x

∞∑
n=۱

an−۱x
n−۱ = x

∞∑
n=۲

nxn−۱.

دیͽر عبارت به

x (G(x)− a۰)
′
+ ۳xG(x) = x

( ∞∑
n=۱

xn

)
=

x

(۱− x)۲
.

اول مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله کردن، ساده و a۰ مقدار دادن قرار با

G′(x) + ۳G(x) =
۱

(۱− x)۲
,

♢ است. خارج کتاب این بحث حوزه از دیفرانسیل معادله این حل ͬ آید. م دست به
۴ . ۵ تمرین

مشخص را ٣ . ۵ و ٢ . ۵ بخش تمرین های در آمده دست به بازگشتͬ معادله های برای مولد تابع . ١
کنید.

بازگشتͬ معادله . ٢
an+۲ − ۴an+۱ + ۴an = ۲n,

متناظر دنباله مولد تابع دهید نشان ،a۰ = a۱ = ۰ فرض با بͽیرید. نظر در n ≥ ۰ برای را

معادله جواب جزیی، کسرهای به ͷتفکی روش از استفاده با است. G(x) =
x۲

(۱− ۲x)۳
کنید. مشخص را بازگشتͬ

جواب کرد؟ پرداخت ریالͬ ده و پنج دو، سͺه های از استفاده با را ریال n ͬ توان م روش چند به . ٣
کنید. مشخص مولد تابع از استفاده با را مساله

است. an =

(
۲n
n

)
دنباله برای مولد تابع ،F (x) = (۱− ۴x)−

۱
۲ تابع دهید نشان . ۴



بازگشتͬ روابط ٢٠٨

ساخته ͷی و صفر رقم دو از استفاده با که رقمͬ r آرایه های تعداد را ar ،r طبیعͬ عدد برای . ۵
استفاده با بͽیرید. نظر در است، فرد آن در صفرها تعداد و زوج آن در یͷ ها تعداد و ͬ شود م

کنید. تعیین را ar نمایی مولد تابع از

۰,۱,۲,۳ ارقام از استفاده با ͬ توان م که رقمͬ n دنباله های تعداد مولد، تابع از استفاده با . ۶
کنید. مشخص را ساخت

۰,۱,۲,۳ ارقام از استفاده با ͬ توان م که رقمͬ n دنباله های تعداد مولد، تابع از استفاده با . ٧
کنید. مشخص را باشد، فرد دنباله ها این در صفرها تعداد که طوری به ساخت

روش چند به را ۱×n مستطیل ͷی کنید. مشخص را مساله این جواب مولد تابع از استفاده با . ٨
که طوری به کرد رنگ   آمیزی رنگ، چهار با ͬ توان م

شود. استفاده زوج تعداد به خاصͬ رنگ از (آ)

باشد. پنج از مضربی خاصͬ رنگ از استفاده تعداد (ب)

باشد. نداشته وجود شده استفاده رنگ های تعداد در محدودیتͬ (ج)

کنید. مشخص مولد تابع از استفاده با را زوج اعداد به ۲n زوج عدد افرازهای تعداد . ٩

بازگشتͬ رابطه در آن جملات که {an} دنباله عمومͬ جمله مولد، تابع از استفاده با . ١٠

an+۲ − ۳an+۱ − ۴an = n(n− ۱),

کنید. مشخص را هستند، a۰ = a۱ = ۱ و ͬ کنند م صدق n ≥ ۰ برای

عبارت در k ≥ ۱۸ برای را xk ضریب مولد، تابع از استفاده با . ١١

(x۳ + x۴ + x۵ + · · · )۶,

بیابید.

n در متمایز شͬ r دادن قرار مختلف روش های تعداد دهنده نشان ar ،r طبیعͬ عدد هر برای . ١٢
بیابید. را ar نمایی مولد تابع از استفاده با نیست. خالͬ جعبه ای هیچ که طوری است، جعبه

متمایز جعبه ۴ در متمایز شͬ n دادن قرار مختلف روش های تعداد را ar ،r طبیعͬ عدد هر برای . ١٣
از فرد تعداد سوم جعبه و شͬ زوج تعداد دوم جعبه ،ͷی اول جعبه که طوری بͽیرید، نظر در
استفاده با را ar ندارد. وجود چهارم جعبه در اشیا دادن قرار در محدودیتͬ شود. شامل را اشیا

بیابید. نمایی مولد تابع از

بازگشتͬ رابطه برای معمولͬ مولد تابع . ١۴

fn+۱ = afn + bn,

بیابید. را c و b ،a شده است. داده f(۰) = c اولیه شرط با



٢٠٩ مولد توابع

بازگشتͬ رابطه برای توانͬ مولد تابع g(x) اگر کنید ثابت . ١۵

fn+۱ = (n+ ۱)fn + (−۱)n+۱,

دیفرانسیل معادله در g(x) آنگاه ،f(۰) = ۱ که باشد

g′(x) +
x− ۱
x۲ g(x) +

۱ + x

x۲ = ۰,

کنید. حل نمایی مولد تابع از استفاده با را بازگشتͬ رابطه این ͬ کند. م صدق

را PAPAYA کلمه حروف ͬ توان م روش چند به دهید نشان نمایی، مولد تابع از استفاده با . ١۶
کرد. مرتب

دهید نشان و کنید پیدا را ck =

k∑
r=۱

r۲ و c۰ = ۰ اولیه شرط با cn دنباله برای مولد تابع . ١٧

k∑
r=۱

r۲ =

(
k + ۱

۳

)
+

(
k + ۲

۳

)
.

کنید: فرض n؛ طبیعͬ عدد هر برای . ١٨

an−۱ =

n−۱∑
k=۰

[(
n

۰

)
+ · · ·+

(
n

k

)][(
n

k + ۱

)
+ · · ·+

(
n

n

)]
.

آن در که است bk دنباله برای مولد تابع B(x) کنید فرض

bk =

(
n

۰

)
+

(
n

۱

)
+ · · ·+

(
n

k

)
.

دهید نشان (آ)

an−۱ =

n−۱∑
k=۰

(
۲n
r

)
(n− r),

بیابید. را an دنباله برای مولد تابع و
دهید نشان (ب)

an−۱ =
n

۲

(
۲n
n

)
.

آرایش حالت های تعداد Cn کنید فرض است، شده داده پرانتز زوج n تعداد ۶ کاتالان اعداد . ١٩
وجود مجاز آرایش ۵ ، n = ۳ برای مثلا است. مجاز ریاضͬ نظر از که است پرانتز زوج n این

دارد.
((())), (())(), ()(()), (()()), ()()()

کنید ثابت ،C۰ = ۱ کنید فرض .C۳ = ۵ پس

Cn =
۱

n+ ۱

(
۲n
n

)
=

۱
n+ ۱

(۲n)!
n!۲

.

Eugène Charles Catalan (1814 – 1894) ۶



بازگشتͬ روابط ٢١٠

ͬ کنند. م صدق زیر رابطه در کاتالان اعداد کنید ثابت . ٢٠

Cn =
۱

n+ ۱

n∑
i=۰

(
n

i

)۲

ͬ کنند. م صدق زیر غیر خطͬ بازگشتͬ رابطه در کاتالان اعداد دهید نشان . ٢١

C۰ = ۱ و Cn+۱ =
۲(۲n+ ۱)
n+ ۲ Cn



۶ فصل

داده ها ساختار و بول جبر

نشان فصل، این در شدید. آشنا مجموعه ها جبر و گزاره ها جبر با کتاب این دوم و اول فصل های در
بولͬ جبر دارند. تعلق بول جبر نام به ͬ تر عموم ساختار ͷی به سیستم دو این مشترک قوانین که ͬ دهیم م
هست حقیقͬ اعداد جبر شبیه جبر این یافت. توسعه بول١ جرج توسط ١٨۴٠ سال در بولͬ، منطق یا
ترکیب عطفͬ، ترکیب یعنͬ بول، جبر در متناظر اعمال با اعداد قرینه سازی و جمع ضرب، عمل ولͬ
اصول صورت به ͬ توان م را بول جبر در شده تعریف قوانین شده اند. جایͽرین نقیض سازی و فصلͬ
بیان را ساده ای کاربردهای و شده آشنا جبر این با مختصر طور به بخش این در کرد. مطرح موضوعه

ͬ کنیم. م

بول جبر ١ . ۶

ͬ شوند. م تعریف مجموعه این بر که است عمل سه با همراه B ناتهͬ مجموعه ͷی شامل بول جبر ͷی

ͬ دهیم. م نشان ∪ یا و (+ با ساده طور به (یا ⊕ نماد با که اجتماع) (یا جمع دوتایی عمل . ١

ͬ دهیم. م نشان ∩ یا و ( . با ساده طور به (یا ∗ نماد با که اشتراک) (یا ضرب دوتایی عمل . ٢

ͬ گویند٢. م b متمم را b ∈ B ،b ∈ B هر برای و ͬ دهیم م نشان «s» نماد با را آن که متمم عمل . ٣

کند. صدق زیر خاصیت های در باید عمل سه این با B مجموعه

ترتیب به را آنها که هستند موجود ∗ و ⊕ اعمال برای B در متمایزی اعضای همانͬ) (اعضای ١ اصل
هستند: زیر خواص دارای b ∈ B هر برای همانͬ عضوهای این ͬ دهیم. م نشان ۱ و ۰ با

b⊕ ۰ = ۰⊕ b = b,

b ∗ ۱ = ۱ ∗ b = b.

George Boole (1815 – 1864)١
ͬ دهند. م نشان bc با را b متمم منابع، برخͬ ٢در



داده ها ساختار و بول جبر ٢١٢

a, b, c ∈ B هر برای یعنͬ هستند. شرکت پذیر دو هر ضرب و جمع عمل های پذیری) (شرکت ٢ اصل
داریم:

(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c),

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

داریم: a, b ∈ B هر برای یعنͬ دارند. جابجایی خاصیت ضرب و جمع عمل های (جابجایی) ٣ اصل

a⊕ b = b⊕ a,

a ∗ b = b ∗ a.

هستند. پخش پذیر جمع عمل روی ضرب عمل و ضرب عمل روی جمع عمل (پخش پذیری) ۴ اصل
داریم: a, b, c ∈ B هر برای یعنͬ

a⊕ (b ∗ c) = (a⊕ b) ∗ (a⊕ c),

a ∗ (b⊕ c) = (a ∗ b)⊕ (a ∗ c).

که طوری به دارد وجود B در b عضو ،b ∈ B هر برای متمم) (عضو ۵ اصل

b⊕ b = ۱,
b ∗ b = ۰.

نشان (B,⊕, ∗, s,۰,۱) نماد با را ۱ و ۰ همانͬ عضوهای و ⊕ ، ∗ ، s عمل های با ،B بول جبر
ͬ دهند. م

نکته:

چنین که حالͬ در است، b معکوس همان b که کند تداعͬ را مفهوم این ۵ اصل است ممͺن
∗ عمل همانͬ عضو همان b ∗ b−۱ آنگاه باشد b معکوس b−۱ اگر که بیاورید خاطر به نیست.
همانͬ عضو مساوی b ∗ b و ∗ عمل همانͬ عضو مساوی b⊕ b بول، جبر در که حالͬ در است.

پس است. ⊕ عمل در

نیست. ∗ ⊕و عمل دو به نسبت b معکوس b

ͬ کنیم. م بیان بول جبر مفهوم شدن روشن تر برای را ساده مثال چند ادامه در

عمل های و B = {۰,۱} کنید فرض ͬ شود. م تعریف زیر صورت به بول جبر ساده ترین ١ . ۶ مثال
ͬ شوند: م تعریف زیر جدول های با متمم و ضرب جمع،

۱ ۰ ⊕
۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۱

۱ ۰ ∗
۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۱

b b
۱ ۰
۰ ۱

ͬ کنیم. م واگذار تمرین عنوان به را ۵ ‐ ١ اصول برقراری تحقیق



٢١٣ بول جبر

∪ اجتماع عمل های باشد. S توان مجموعه P(S) و ناتهͬ مجموعه ͷی S کنید فرض ٢ . ۶ مثال
متمم بͽیرید. نظر در − و ⊕ ، ∗ عمل های جای به ترتیب به را مجموعه ها متمم گیری و اشتراک∩ ،
ترتیب به ضرب و جمع عمل های همانͬ عضوهای و A = S −A از است عبارت S در A مجموعه
واگذار تمرین عنوان به و است آسان بول جبر اصول برقراری تحقیق هستند. S و ∅ مجموعه های

ͬ شود. م

ترکیب فصلͬ، ترکیب عمل های به نسبت که هست گزاره ها تمامͬ مجموعه B کنید فرض ٣ . ۶ مثال
همیشه گزاره است. آنها ارزش بودن معادل مفهوم به گزاره ها بودن مساوی و است بسته نقیض و عطفͬ
T با را درست همیشه گزاره و فصلͬ) ترکیب ‐ جمع عمل همانͬ عضو با (معادل F با را نادرست
به ۵ ‐ ١ اصول برقراری تحقیق بͽیرید. نظر در عطفͬ) ترکیب ‐ ضرب عمل همانͬ عضو با (معادل

ͬ شود. م واگذار تمرین عنوان

ͬ کنیم. م بیان را دوگانͬ مفهوم ابتدا ͬ کنیم. م ثابت را بول جبر از خواصͬ بخش، ادامه در

بول: جبر در دوگانͬ اصل

است گزاره ای گزاره، این دوگان از منظور است. شده داده بول جبر از گزاره ای کنید فرض
دست به صفر جای به ͷی و ،ͷی جای به صفر ،∗ جای به ⊕ ،⊕ جای به ∗ جایͽذاری با که

است. قضیه ͷی نیز آن دوگان بول، جبر در قضیه هر برای ͬ آید. م

هستند: یͺدیͽر دوگان زیر گزاره دو ،a, b ∈ B برای ۴ . ۶ مثال

(a⊕ b) ∗ a ∗ b = ۱,
(a ∗ b)⊕ a⊕ b = ۰.

هستند. همدیͽر دوگان اصول این در شده داده روابط که ͬ شود م ملاحظه ،۵ ‐ ١ اصول در دقت کمͬ با
است. دوگانͬ اصل ͬ رود، م کار به بول جبر خواص بیان در که اصلͬ مهم ترین

اصل از استفاده با و ͬ شود م ارائه قضیه از حالت ͷی برای برهان بخش، این قضیه های تمامͬ در
ͬ شود. م نتیجه دیͽر رابطه درستͬ دوگانͬ،

هستند. فرد به منحصر ۰ و ١ همانͬ عضوهای ١ . ۶ قضیه

اصل بر بنا آنگاه هستند. جمع عمل به نسبت B مجموعه همانͬ عضو دو ۰′ و ۰ کنید فرض برهان:
داریم: ،١

۰⊕ ۰′ = ۰′ ⊕ ۰ = ۰
همچنین:

۰′ ⊕ ۰ = ۰⊕ ۰′ = ۰′

.۰ = ۰′ پس

است. فرد به منحصر بول جبر در عضو هر متمم ٢ . ۶ قضیه

یعنͬ هستند. b متمم دو b̄۲ و b̄۱ و b ∈ B کنید فرض برهان:

b⊕ b̄۱ = b̄۱ ⊕ b = ۱, b⊕ b̄۲ = b̄۲ ⊕ b = ۱,
b ∗ b̄۱ = b̄۱ ∗ b = ۰, b ∗ b̄۲ = b̄۲ ∗ b = ۰.



داده ها ساختار و بول جبر ٢١۴

داریم: پس

b̄۱ = b̄۱ ∗ ۱ ١ اصل بر بنا
= b̄۱ ∗ (b⊕ b̄۲) قضیه فرض بر بنا
= (b̄۱ ∗ b)⊕ (b̄۱ ∗ b̄۲) ۴ اصل بر بنا
= ۰⊕ (b̄۱ ∗ b̄۲) قضیه فرض بر بنا
= ۰⊕ (b̄۲ ∗ b̄۱) ٣ اصل بر بنا
= (b̄۲ ∗ b)⊕ (b̄۲ ∗ b̄۱) قضیه فرض بر بنا
= b̄۲ ∗ (b⊕ b̄۱) ۴ اصل بر بنا
= b̄۲ ∗ ۱ قضیه فرض بر بنا
= b̄۲.

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به

داریم: b ∈ B هر برای خودتوان) (قاعده ٣ . ۶ قضیه

b⊕ b = b, b ∗ b = b.

داریم: b ∈ B هر برای برهان:

b = b⊕ ۰ ١ اصل بر بنا
= b⊕ (b ∗ b̄) ۵ اصل بر بنا
= (b⊕ b) ∗ (b ∗ b̄) ۴ اصل بر بنا
= (b⊕ b) ∗ ۱ ۵ اصل بر بنا
= b⊕ b.

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به

ͬ کند. م صحبت بول جبر در ضرب و جمع عمل های همانͬ عضوهای خصوص در بعدی قضیه
ͬ شود. م واگذار تمرین عنوان به آن اثبات

داریم: b ∈ B هر برای همانͬ) عضو (قاعده ۴ . ۶ قضیه

۱⊕ b = b⊕ ۱ = ۱, ۰ ∗ b = b ∗ ۰ = ۰

داریم: b۱, b۲ ∈ B هر برای جذب) (قاعده ۵ . ۶ قضیه

b۱ ⊕ (b۱ ∗ b۲) = b۱, b۱ ∗ (b۱ ⊕ b۲) = b۱.

داریم: b۱, b۲ ∈ B هر برای برهان:

b۱ ⊕ (b۱ ∗ b۲) = (b۱ ∗ ۱)⊕ (b۱ ∗ b۲) ١ اصل بر بنا
= b۱ ∗ (۱⊕ b̄۲) ۴ اصل بر بنا
= b۱ ∗ ۱ ۴ . ۶ قضیه بر بنا
= b۱. ١ اصل بر بنا

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به



٢١۵ بول جبر

.b̄ = b ،b ∈ B هر برای مرکب) متمم (قاعده ۶ . ۶ قضیه

بر بنا است. b̄ متمم ¯̄b که ͬ گیریم م نتیجه b̄ ∗ ¯̄b = ¯̄b ∗ b̄ = ۰ و b̄ ⊕ ¯̄b = ¯̄b ⊕ b̄ = ۱ از برهان:
.b̄ = b پس است. فرد به منحصر متمم عضو ،٢ . ۶ قضیه

داریم: b۱, b۲ ∈ B هر برای دمورگان) (قواعد ٧ . ۶ قضیه

b۱ ⊕ b۲ = b̄۱ ∗ b̄۲, b۱ ∗ b۲ = b̄۱ ⊕ b̄۲.

برهان:

(b۱ ⊕ b۲)⊕ (b̄۱ ∗ b̄۲) = [(b۱ ⊕ b۲)⊕ b̄۱] ∗ [(b۱ ⊕ b۲)⊕ b̄۲] ۴ اصل بر بنا
= [b̄۱ ⊕ (b۱ ⊕ b۲)] ∗ [(b۱ ⊕ b۲)⊕ b̄۲] ٣ اصل بر بنا
= [(b̄۱ ⊕ b۱)⊕ b۲] ∗ [b۱ ⊕ (b۲ ⊕ b̄۲)] ٢ اصل بر بنا
= (۱⊕ b۲) ∗ (۱⊕ b̄۲) ۵ اصل بر بنا
= ۱ ∗ ۱ ۴ . ۶ قضیه بر بنا
= ۱ ١ اصل بر بنا

ͬ شود م ثابت مشابه روش به .(b۱ ⊕ b۲)⊕ (b̄۱ ∗ b̄۲) = ۱ کردیم ثابت ترتیب این به

(b۱ ⊕ b۲) ∗ (b̄۱ ∗ b̄۲) = ۰.

ͬ شود. م ثابت حͺم و است b۱ ⊕ b۲ متمم b̄۱ ∗ b̄۲ یعنͬ
ͬ شود. م واگذار تمرین عنوان به و است ساده بعدی قضیه برهان

.۱̄ = ۰ ۰̄و = ۱ ٨ . ۶ قضیه

١ . ۶ تمرین

است. ٣٠ عدد مقسوم علیه های مجموعه B = {۱,۲,۳,۵,۶,۱۰,۱۵,۳۰} کنید فرض . ١
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را ∗ و ⊕ عمل های

b۱ ⊕ b۲ = (b۱, b۲) مشترک مضرب کوچͷ ترین
b۱ ∗ b۲ = [b۱, b۲] مشترک علیه مقسوم بزرگ ترین

b̄ =
۳۰
b
.

است. بول جبر ͷی فوق الذکر شده تعریف عمل های با B مجموعه کنید ثابت

. است ٢۴ عدد مقسوم علیه های مجموعه B = {۱,۲,۳,۴,۶,۸,۱۲,۲۴} کنید فرض . ٢

b̄ =
۲۴
b

صورت به را متمم عمل و کرده تعریف قبلͬ تمرین مانند را ضرب و جمع عمل های
چرا؟ است؟ بول جبر ͷی شده تعریف عمل های با B مجموعه آیا بͽیرید. نظر در

گرفت. نتیجه خواص سایر از ͬ توان م را بول جبر در شرکت پذیری خاصیت دهید نشان . ٣



داده ها ساختار و بول جبر ٢١۶

برقرار زیر روابط b۱, b۲ ∈ B هر ازای به کنید ثابت ،(B,⊕, ∗,− ,۰,۱) بول جبر برای . ۴
هستند:

.(b۱ ⊕ b۲) ∗ b̄۱ ∗ b̄۲ = ۰ (آ)
.b۱ ⊕ [(b̄۱ ⊕ b۱) ∗ b۲] = ۱ (ب)

.(b۱ ⊕ b۲) ∗ (b̄۱ ⊕ b̄۲) = (b۱ ∗ b̄۲)⊕ (b̄۱ ∗ b۲) (ج)
.b۱ ∗ (b̄۱ ⊕ b۲) = b۱ ∗ b۲ (د)

.∀b۳ ∈ B, (b۱ ⊕ b۲ ⊕ b۳) ∗ (b۱ ⊕ b۲) = b۱ ⊕ b۲ (ه)
.(b۱ ⊕ b۲) ∗ (b۱ ⊕ b̄۲) = b۱ (و)
.b۱ ⊕ [b۱ ∗ (b۲ ∗ ۱)] = b۱ (ز)

.b۱ ∗ b۲ = b۱ اگر فقط و اگر b۱ ∗ b̄۲ = ۰ بول جبر هر در کنید ثابت . ۵

اگر کنید ثابت حذف) (قاعده . ۶

b۱ ∗ b۲ = b۱ ∗ b۳
b۱ ⊕ b۲ = b۱ ⊕ b۳,

.b۲ = b۳ آنگاه

است: شده تعریف زیر صورت به (B,⊕, ∗,− ,۰,۱) بول جبر از B مجموعه Rروی رابطه . ٧

b۱Rb۲ ⇔ b۱ ∗ b۲ = b۲.

است. ترتیبی رابطه ͷیR دهید نشان (آ)
.b۱ ⊕ b۲ = b۲ اگر فقط و اگر b۱ ∗ b۲ = b۱ دهید نشان (ب)

بولͬ توابع ٢ . ۶

خواص و کرده تعریف را بولͬ توابع و متغیرها بخش این در دارید. آشنایی حقیقͬ توابع و متغیرها با
ͬ کنیم. م بررسͬ را آنها

شده است. داده (B,⊕, ∗,− ,۰,۱) بول جبر کنید فرض

داد. نسبت آن به را B مجموعه از عضوی ͬ توان م که است متغیری بولͬ متغیر . ١

است متغیری و ͬ دهند م نشان x̄ با را x متغیر متمم است. شده داده x بولͬ متغیر کنید فرض . ٢
.x̄ = b̄ آنگاه ،x = b ∈ B اگر که

است. x̄ آن متمم یا و x بولͬ متغیر ͷی بول یͷ حرفͬ عبارت . ٣

x̄ برای x۰ و x برای x۱ نوشتن بولͬ، متمایز یͷ حرفͬ عبارت ͷی دادن نشان برای مفیدی نماد
گرفت: نظر در زیر صورت به ͬ توان م را بولͬ یͷ حرفͬ عبارت صورت، این در است.

xe =

{
x̄ e = ۰ اگر
x e = ۱ اگر

،(B,⊕, ∗,− ,۰,۱) بول جبر در
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هستند. بولͬ عبارت ١ و ۰ همانͬ عضوهای . ١

هستند. بولͬ عبارت x۱, x۲, . . . , xn بولͬ متغیرهای . ٢

هستند. بولͬ عبارت های نیز x̄ و x ∗ y ،x⊕ y آنگاه باشند، بولͬ عبارت y و x اگر . ٣

نماد نوشتن از و ͬ کنیم م استفاده + نماد از ⊕ علامت جای به نوشتن، در سادگͬ برای پس این از
x۱ ∗ (x۲ ⊕ x۳) جای به را x۱(x۲ + x۳) و x۱ ∗ x۲ جای به را x۱x۲مثلا ͬ کنیم. م نظر صرف ∗

ͬ بریم. م کار به
از متناهͬ تعداد بردن کار به با بتوان هرگاه گویند، مساوی) (یا معادل را بولͬ جبری عبارت دو
انجام با یا و گرفت نتیجه را دیͽر عبارت عبارت ها، از ͬͺی روی مربوطه قضیه های و بول جبر اصول
بولͬ متغیر n از بولͬ تابع ͷی آورد. دست به یͺسان نتیجه عبارت، دو هر روی قضیه ها و اصول
بولͬ عبارت ͷی f(x۱, x۲, . . . , xn) آن در که است f : Bn :→ B مانند تابعͬ ،x۱, x۲, . . . , xn

است.

صورت به شده تعریف g و f تابع های ۵ . ۶ مثال

f : B۲ → B g : B۲ → B
f(x۱, x۲) = x۱(x̄۱ + x۲) g(x۱, x۲) = x۱x۲,

g و f تابع دو بنابراین .x۱(x̄۱ + x۲) = x۱x۲ که ͬ شود م ملاحظه سادگͬ به بͽیرید. نظر در را
♢ هستند. مساوی

سوال این طبیعتاً باشد، داشته معادل عبارت چندین است ممͺن خاص بولͬ عبارت ͷی چون
و اصول از استفاده البته گرفت؟» نتیجه را بولͬ عبارت دو بودن معادل ͬ توان م «چͽونه که ͬ آید م پیش
روی از عبارت ͷی آوردن دست به موارد، بعضͬ در و دارد لازم زیادی زمان ولͬ است مفید قضیه ها
است. مهم امری خود قوانین، از مناسب و صحیح استفاده زیرا نیست؛ امͺان پذیر عملا́ دیͽر، عبارت
نیازمندیم. تعریف چند به کار شروع برای دارد. وجود ساده تری روش مستقیم، تحقیق از اجتناب برای

صورت به که است بولͬ عبارت ͷی x۱, x۲, . . . , xn از کامل ضربی جمله ͷی : ١ تعریف
از حاصل ضربی کامل، ضربی جمله هر پس ͬ شود. م بیان آنها متمم یا و متغیرها این از حاصل ضربی

است. بولͬ یͷ حرفͬ عبارت n

دارد: وجود زیر صورت به کامل ضربی جمله هشت ، x۳ و x۲ ،x۱ بولͬ متغیر سه برای ۶ . ۶ مثال

x۱x۲x۳ x۱x۲x̄۳ x۱x̄۲x۳ x۱x̄۲x̄۳
x̄۱x۲x۳ x̄۱x۲x̄۳ x̄۱x̄۲x۳ x̄۱x̄۲x̄۳

صورت به ͬ توان م را x۱, x۲, . . . , xn متغیر n از کامل ضربی جمله ، xe نماد از استفاده با

me۱,e۲,...,en = xe۱
۱ xe۲

۲ . . . xen
n

آن در که داد نشان
ei = ,۱یا۰ ۱ ≤ i ≤ n.
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مثال: عنوان به

m۱۰۱۱۰ = x۱
۱x

۰
۲x

۱
۳x

۱
۴x

۰
۵ = x۱x̄۲x۳x۴x̄۵

m۰۱۱۱ = x۰
۱x

۱
۲x

۱
۳x

۱
۴ = x̄۱x۲x۳x۴.

این نیست. معادل دیͽری با هیچ کدام که است ۲n متغیر n با کامل ضربی جمله ͷی جملات تعداد
کرد. تحقیق متغیرها جای به ١ و ٠ مناسب جایͽذاری با ͬ توان م را واقعیت

جمله دو هیچ که است ۲n ،x۱, x۲, . . . , xn متغیر n برای کامل ضربی جمله های تعداد ٩ . ۶ قضیه
نیستند. معادل هم با کامل ضربی

جمله برای . xei
i = ۱ آنگاه ، xi = ei اگر پس . ۰۰ = ۰̄ = ۱ که ͬ کنیم م یادآوری ابتدا برهان:

داریم: m کامل ضربی
m = me۱,e۲,...,en = xe۱

۱ xe۲
۲ . . . xen

n

محاسبه است ١ آن جملات تمامͬ که جمله  n حاصل ضرب ، ۱ ≤ i ≤ n و xi = ei جایͽذاری با
است. ١ ضرب حاصل این مقدار و است شده

آن متمم بولͬ، یͷ حرفͬ عبارت های از ͬͺی جای به حداقل دیͽر، کامل ضربی جمله هر برای حال
ترتیب، این به است. صفر ضرب حاصل عوامل از ͬͺی حداقل ضرب، حاصل این در لذا و دارد قرار
دارد، وجود متغیرها برای مقادیر از مجموعه ͷی حداقل کامل، ضربی جمله دو هر برای که دادیم نشان
معادل متمایز کامل ضربی جمله دو هیچ پس باشند. داشته متفاوت کامل ضربی جمله های که طوری

نیستند.

از که است بولͬ عبارت ͷی ،x۱, x۲, . . . , xn متغیر n از کامل جمعͬ جمله ͷی : ٢ تعریف
ͬ آید. م دست به آنها متمم یا بولͬ متغیرهای کردن جمع

با را x۱, x۲, . . . , xn متغیر n از کامل جمعͬ جمله ͷی

Me۱,e۲,...,en = xe۱
۱ + xe۲

۲ + · · ·+ xen
n

مثال، عنوان به ͬ دهند. م نشان

M۱۱۰۱۰ = x۱
۱ + x۱

۲ + x۰
۳ + x۱

۴ + x۰
۵ = x۱ + x۲ + x̄۳ + x۴ + x̄۵

M۰۰۱۱ = x۰
۱ + x۰

۲ + x۱
۳ + x۱

۴ = x̄۱ + x̄۲ + x۳ + x۴.

نیستند. معادل هم با کامل جمعͬ عبارت دو از کدام هیچ و است ۲n کامل، جمعͬ عبارت های تعداد
گرفت. نتیجه ٩ . ۶ قضیه و دوگان اصل از استفاده با ͬ توان م را موضوع این

شͺل را آن شود، نوشته کامل ضربی عبارت چند مجموع صورت به بولͬ تابع ͷی اگر : ٣ تعریف
ͬ گویند. م ضرب ها مجموع اساسͬ

را است شده نوشته ضرب ها» مجموع اساسͬ «شͺل صورت به که تابع ͷی از نمونه ای بعدی مثال در
ͬ کنید. م مشاهده
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ͬ کنیم. م عمل زیر صورت به x۱x۲(x۱ + x۳) عبارت نوشتن برای ٧ . ۶ مثال

x۱x۲(x۱ + x۳) = x۱x۲x۱ + x۱x۲x۳ ۴ اصل بر بنا
= x۱x۱x۲ + x۱x۲x۳ ٣ اصل بر بنا
= x۱x۲ + x۱x۲x۳ خودتوان قاعده بر بنا
= x۱x۲۱ + x۱x۲x۳ ١ اصل بر بنا
= x۱x۲(x۳ + x̄۳) + x۱x۲x۳ ۵ اصل بر بنا
= x۱x۲x۳ + x۱x۲x̄۳ + x۱x۲x۳ ۴ اصل بر بنا
= x۱x۲x̄۳ + x۱x۲x۳ خودتوان قاعده بر بنا

♢

ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون ضرب ها از مجموع اساسͬ شͺل نوشتن برای را بعدی قضیه

ضرب های از مجموعͬ شͺل به ͬ توان م را نباشد صفر که f(x۱, x۲, . . . , xn) تابع هر ١٠ . ۶ قضیه

f(e۱, e۲, . . . , en)x
e۱
۱ xe۲

۲ . . . xen
n

نوشت: زیر صورت به

f(x۱, x۲, . . . , xn) =
∑
(e)

f(e۱, e۲, . . . , en) x
e۱
۱ xe۲

۲ . . . xen
n

. ei = ۱یا۰ و ۱ ≤ i ≤ n و (e) = (e۱, e۲, . . . , en) آن در که نوشت

بنویسید. f(x۱, x۲) = x۱ + x۲ برای را ضرب ها از مجموعͬ اساسͬ شͺل ٨ . ۶ مثال

داریم: f تابع برای : حل

e۱ e۲ f(e۱, e۲)
۰ ۰ ۰
۰ ١ ١
١ ۰ ١
١ ١ ١

پس

f(x۱, x۲) = ۰x̄۱x̄۲ + ۱x̄۱x۲ + ۱x۱x̄۲ + ۱x۱x۲

= x̄۱x۲ + x۱x̄۲ + x۱x۲.

♢

بنویسید. ضرب ها از مجموعͬ اساسͬ شͺل به را f(x۱, x۲, x۳) = x۲x۳+x۳x۱ تابع ٩ . ۶ مثال

ͬ کنیم. م محاسبه را f تابع مختلف مقادیر زیر، جدول از استفاده با : حل
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e۱ e۲ e۳ e۲e۳ e۳e۱ e۲e۳ + e۳e۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ١ ۰ ۰ ۰
۰ ١ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ١ ١ ۰ ۰ ١
١ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
١ ۰ ١ ۰ ١ ١
١ ١ ۰ ۰ ۰ ۰
١ ١ ١ ١ ١ ١

بنابراین
f(x۱, x۲, x۳) = x̄۱x۲x۳ + x۱x̄۲x۳ + x۱x۲x۳.

♢

فرد به منحصر بولͬ تابع ͷی برای ضرب ها از مجموعͬ اساسͬ شͺل اثبات) (بدون ١١ . ۶ قضیه
است.

شͺل به را آنها است کافͬ بولͬ، تابع دو تساوی دادن نشان برای ،١١ . ۶ قضیه به توجه با ١۶ نتیجه
آن باشند، یͺسان تابع دو هر برای شͺل دو این که صورتͬ در بنویسیم. ضرب ها از مجموعͬ اساسͬ

هستند. معادل تابع دو

معادل g(x۱, x۲) = x̄۱x۲ + x۱ و f(x۱, x۲) = x۱ + x۲ تابع دو دهید نشان ١٠ . ۶ مثال
هستند.

♢ ببینید). را ٨ . ۶ (مثال f(x۱, x۲) = x̄۱x۲ + x۱x̄۲ + x۱x۲ = g(x۱, x۲) داریم؛ : حل

که است چنان f بولͬ تابع ١١ . ۶ مثال

f(۰,۰) = ۱, f(۰,۱) = ۰, , f(۱,۰) = ۱, f(۱,۱) = ۰.

کنید. مشخص را f تابع ضابطه

داریم: ضرب ها از مجموعͬ اساسͬ شͺل تعریف مطابق : حل

f(x۱, x۲) = x̄۱x̄۲ + x۱x̄۲.

♢

شͺل و کامل ضربی های عبارت های مورد در شده گفته موارد تمامͬ دوگان، اصل به توجه با
جمع ها از ضرب هایی اساسͬ شͺل و کامل جمعͬ عبارت های مورد در ضرب ها، از مجموعͬ اساسͬ

است: جمع ها از ضربی اساسͬ شͺل ͷی زیر تابع مثال، عنوان به است. برقرار

f(x۱, x۲, x۳) = (x۱ + x۲ + x̄۳)(x۱ + x̄۲ + x۳)(x̄۱ + x۲ + x۳).

یͺسان آنها جمع های از ضرب هایی اساسͬ شͺل اگر تنها و اگر هستند معادل بولͬ تابع دو مجدداً،
باشند.

٢ . ۶ تمرین



٢٢١ منطقͬ مدارهای و کلیدی جبر

بنویسید. ضرب ها از مجموعͬ اساسͬ شͺل به را زیر تابع های . ١

.f(x۱, x۲) = x̄۱x۲ + x۱x̄۲ (آ)

.f(x۱, x۲) = x۱ (ب)

.f(x۱, x۲) = x۱(x̄۲ + x۱) (ج)

.f(x۱, x۲, x۳) = x۱x۲ + x̄۳ + x۱ (د)

.f(x۱, x۲, x۳) = x̄۱x۲ + x۱x۳ (ه)

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به ⊙را عمل است. بول جبر ͷی (B,⊕, ∗,− ,۰,۱) کنید فرض . ٢

b۱ ⊙ b۲ = b۱b̄۲ ⊕ b̄۱b۲.

است. صفر خنثͬ عضو با جابجایی گروه ͷی (B,⊙) دهید نشان

هرگاه گویند اتم ͷی را a ∈ B غیرصفر عضو بͽیرید. نظر در را (B,⊕, ∗,− ,۰,۱) بول جبر . ٣
.ba = ۰ یا ba = a باشیم داشته b ∈ B هر برای

را اتم ها (B = P(S),∪,∩,− ,∅, S) بول جبر در .S = {۱,۲,۳,۴} کنید فرض (آ)
کنید.  مشخص

،a۱a۲ ̸= ۰ و باشند (B,⊕, ∗,− ,۰,۱) بول جبر از اتم دو a۲ و a۱ اگر کنید ثابت (ب)
.a۱ = a۲ آنگاه

منطقͬ مدارهای و کلیدی جبر ٣ . ۶

در راه آهن و ͷترافی کنترل سیستم های تلفن، سیستم های رایانه، نظیر ͬͺترونیͺال ابزارهای از بسیاری
مدار ͷی ارتباطͬ مسیر در کلید ͷی دارند. نام کلید که ͬ کنند م استفاده ابزارهایی از خود مدارهای
باز کلید وقتͬ ولͬ کند. عبور مدار از ͬ تواند م ͬͺتریͺال جریان است، بسته کلید وقتͬ ͬ گیرد. م قرار
که مداری گویند. وضعیتͬ دو کلید را نوع این از کلید ͷی ͬ کند. نم عبور مدار از جریانͬ هیچ است؛
داده نمایش زیر صورت به مدار در کلید ͷی ͬ شود. م نامیده کلیدی مدار است، کلید چند یا ͷی شامل

ͬ شود. م

بسته باز

مانند کلیدی شامل مدار این و است متصل مناسب انرژی منبع ͷی به که داریم مداری کنید فرض
باشد بسته اگر و x = ۰ باشد، باز کلید هرگاه ͬ دهند. م نشان x متغیر با را کلید وضعیت است. k

.x = ۱

صورت به که است k۲ و k۱ کلید دو شامل مداری کنید فرض : ۴ تعریف
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k۱ k۲

A

ͬ شوند. م نامیده سری ͬ شوند م متصل هم به صورت این به که کلیدهایی هستند. متصل هم به
فرض باشند. بسته کلید دو هر که دارد وجود زمانͬ تنها جریان مداری، چنین در که است واضح
منزله به صفر حالت، هر در هستند. k۲ و k۱ کلیدهای وضعیت دهنده نشان ترتیب به x۲ و x۱ کنید
برای که است تابعͬ f(x۱, x۲) کنید فرض همچنین است. کلید بودن بسته منزله به ١ و بودن باز
پس است. صفر حالت ها بقیه برای و ١ مقدارش دارد، وجود مدار در جریانͬ که x۲ و x۱ از مقداری
جدول در x۲ و x۱ ممͺن مقادیر تمامͬ برای f(x۱, x۲) تابع مقادیر و f := {۰,۱}۲ → {۰,۱}

است. آمده بعدی
x۱ x۲ f(x۱, x۲)
۰ ۰ ۰
۰ ١ ۰
١ ۰ ۰
١ ١ ١

بول جبر در متغیرهایی x۲ و x۱ و است f(x۱, x۲) = x۱x۲ تابع همان f که ͬ شود م ملاحظه
هستند. ({۰,۱} ,⊕, ∗,− ,۰,۱)

ͬ نامند. م موازی مدار را دارد زیر صورت به کلید دو که مداری : ۵ تعریف

k۱

k۲

A

را x۲ و x۱ باشد. بسته کلیدها از ͬͺی دست کم است لازم موازی، مدار ͷی در جریان وجود برای
ͬ کنیم. م تعریف موازی مدار برای بعدی جدول مطابق را g(x۱, x۲) تابع و گرفته نظر در قبل همانند

x۱ x۲ g(x۱, x۲)
۰ ۰ ۰
۰ ١ ١
١ ۰ ١
١ ١ ١



٢٢٣ منطقͬ مدارهای و کلیدی جبر

.g(x۱, x۲) = x۱ + x۲ بنابراین
وضعیت حسب بر را ͬͺتریͺال مدار ͷی در جریان وجود وضعیت شد، گفته آنچه مانند تابعͬ
شده اند. داده k۱, k۲, . . . , kn nکلید ͬ نامند. م کلیدی تابع ͬ کنند، توصیف م مدار در موجود کلیدهای
و xi = ۱ یا xi = ۰ آن در که ͬ شوند م تعریف x۱, x۲, . . . , xn متغیر n با ترتیب به آنها وضعیت

.۱ ≤ i ≤ n
کلیدی مختلف حالت ۲n تمامͬ برای را مدار رفتار f : {۰,۱}n → {۰,۱} کلیدی تابع ͷی
ͷی کلیدی تابع هر پس ͬ شود. م بیان بولͬ عبارت ͷی صورت به f دیدیم، که همچنان ͬ کند. م بیان

است. بولͬ تابع

کنید. تعریف زیر مدار برای برای کلیدی تابع ١٢ . ۶ مثال

k۳

k۱ k۲

A

و هستند k۳ و k۲ ،k۱ کلید های وضعیت دهنده نشان ترتیب به x۳ و x۲ ،x۱ کنید فرض : حل
شامل که مدار از دیͽر قسمتͬ رفتار و f۱(x۱, x۲) با را k۲ و k۱ کلیدهای شامل مدار از قسمتͬ رفتار

صورت این در دهیم، نشان f۲(x۳) با است k۳ کلید

f۱(x۱, x۲) = x۱x۲, f۲(x۳) = x۳.

نشان f(x۱, x۲, x۳) آن در که f(x۱, x۲, x۳) = f۱(x۱, x۲) + f۲(x۳) = x۱x۲ + x۳ پس
♢ است. مدار کل وضعیت دهنده

بنویسید. را زیر مدار برای متناظر کلیدی تابع ١٣ . ۶ مثال

k۱ k۲

k۳

k۴ A

♢ است. f(x۱, x۲, x۳, x۴) = x۱x۲ + x۳ + x۴ متناظر تابع : حل



داده ها ساختار و بول جبر ٢٢۴

بسته یا باز همزمان که شده اند تنظیم چنان k۳ و k۱ کلیدهای کنید فرض قبلͬ، مثال در ١۴ . ۶ مثال
است بسته k۴ کلید است باز k۱ کلید وقتͬ که شده اند تنظیم چنان k۴ و k۲ کلیدهای نیز و ͬ شوند م

بنویسید. را متناظر کلیدی تابع برعکس. و

♢ . .f(x۱, x۲, x۳, x۴) = x۱x۲ + x۱ + x̄۲ داریم: : حل

توابع با امر این نوشت. دیͽری معادل شͺل های به ͬ توان م را بولͬ تابع که کردیم مشاهده قبلا́
معادل هم با مدارها در کلیدها دان قرار مختلف ترتیب دو است ممͺن که است مفهوم این به کلیدی
به باشد. یͺسان کاملا کلیدها، از خاصͬ وضعیت در مدار دو رفتار تا ͬ شود م موجب امر این باشند.

بͽیرید: نظر در را زیر مدار مثال عنوان

k۱ k۲

k۱ k̄۲

A

k̄۱

k۲

f۱(x۱, x۲) تابع و بوده k۲ و k۱ کلیدهای وضعیت دهنده نشان ترتیب به x۲ و x۱ کنید فرض
ͬ کنیم م یادآوری .f۱(x۱, x۲) = x۱x۲(x۱x̄۲+ x̄۱+x۲) داریم: دهد. نشان را مدار این وضعیت
و f۱ تابع دو است. f۲(x۱, x۲) = x۱x۲ صورت به سری کلیدهای مدار با متناظر کلیدی تابع که

هستند. معادل هم با موازی کلیدی مدار و فوق الذکر مدار پس (چرا). هستند مساوی هم با f۲

که کنیم طراحͬ را مداری ͬ خواهیم م است. شده داده کلید دو با چراغ ͷی تبدیل) (کلید ١۵ . ۶ مثال
شود. خاموش و روشن کلید دو هر با چراغ این

کدام هر و نیستند معمولͬ کلیدهای مانند الزاماً مدار این کلیدهای که ͬ کنیم م یادآوری ابتدا : حل
بر را مساله خواسته به مربوط جدول ابتدا کنند. کنترل را مدار از کلید چند یا ͷی است ممͺن آنها از
آنچه و بعدی) شͺل در راست سمت (جدول ͬ کنیم م کامل کلیدها بودن خاموش یا و روشن حسب
بوده باز کلیدها کنید فرض کار ابتدای در ͬ کنیم. م خلاصه جدول این در را است کلید دو هر نیاز مورد
دو هر که زمانͬ ولͬ شود، روشن لامپ باید شود، بسته کلیدها از ͬͺی وقتͬ است. خاموش لامپ و

شود. خاموش باید لامپ است، بسته کلید

x۱ x۲ f(x۱, x۲)
۰ ۰ ۰
۰ ١ ١
١ ۰ ١
١ ١ ۰

k۱ k۲ لامپ
باز باز خاموش
باز بسته روشن

بسته باز روشن
بسته بسته خاموش



٢٢۵ منطقͬ مدارهای و کلیدی جبر

نیز f(x۱, x۲) تابع و k۲ و k۱ کلیدهای وضعیت دهنده نشان ترتیب به x۲ و x۱ کنید فرض
شͺل در چپ سمت (جدول ͬ کنیم م تنظیم را متناظر جدول است. مدار در جریان وضعیت دهنده نشان

قبلͬ).
است: چنین متناظر مدار و است f(x۱, x۲) = x̄۱x۲ + x۱x̄۲ صورت به متناظر بولͬ تابع پس

k̄۱ k۲

k۱ k̄۲

نوشت ,f(x۱نیز x۲) = (x̄۱ + x̄۲)(x۱ + x۲) معادل صورت به ͬ توان م را f تابع که کنید توجه
است: زیر صورت به معادل متناظر مدار پس (چرا).

k۱

k̄۱

k۲

k̄۲

A

♢
ͬ پردازیم. م بولͬ توابع از کاربردی و منطقͬ مدارهای طراحͬ به بخش، این ادامه در

ورودی چند یا ͷی روی که است ͬͺترونیͺال دستگاه ͷی از قطعه ای منطقͬ قطعه ͷی : ۶ تعریف
١ یا ۰ مقدار دو از ͷی ͬ تواند م خروجͬ یا و ورودی هر ͬ کند. م تولید مناسبی خروجͬ و کرده عمل
ابزارهای از نمونه ای منطقͬ قطعه هر خروجͬ، و ورودی متغیرهای طبیعت به توجه با کند. اختیار را

است. دودویی

(نقیض، NOT و اجتماع) (یا، OR اشتراک)، (و، AND از: عبارتند پایه منطقͬ قطعه  نوع سه
متغیرهای برای است. شده انجام منطقͬ عملͽرهای با آنها ارتباط به توجه با گذاری نام این متمم).
قطعه سه این بر مروری بعدی شͺل های ͬ کنند. م استفاده z از خروجͬ متغیر برای و xi از ورودی
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دارند. منطقͬ

x۱

x۲
z = x۱x۲

AND :

x۱x۲ x۲ x۱
۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
١ ١ ١

x۱

x۲
z = x۱ + x۲

OR :

x۱ + x۲ x۲ x۱
۰ ۰ ۰
١ ١ ۰
١ ۰ ١
١ ١ ١

x z = x̄

NOT :
x̄ x
١ ۰
۰ ١

عنوان به است ممͺن قطعه، ͷی از خروجͬ هر و شده متصل هم به قطعات این از تعدادی مدار، ͷی در
هر ͬ نامند. م منطقͬ مدار یا منطقͬ شبͺه را مداری چنین کند. عمل دیͽر قطعه چند یا ͷی در ورودی

داد. نشان مناسب بولͬ تابع ͷی با ͬ توان م را منطقͬ مدار

منطقͬ مدار با متناظر بولͬ تابع ١۶ . ۶ مثال

x۱

x۲

x۳

x۴
z

♢ .z = f(x۱, x۲, x۳, x۴) = (x۱x۲ + x۳)x۴ از است عبارت

منطقͬ مدار با متناظر بولͬ تابع ١٧ . ۶ مثال

x۱

x۲

x۱

x۲

z



٢٢٧ منطقͬ مدارهای و کلیدی جبر

منطقͬ مدار با متناظر بولͬ تابع و z = f(x۱, x۲) = (x̄۱x۲) + (x۱x۲) از است عبارت

x۱

x۲

x۱

x۲

z

♢ است. z = f(x۱, x۲) = (x۱x۲) + (x̄۱x̄۲)صورت به

منطقͬ مدار خروجͬ ١٨ . ۶ مثال

x۲

x۳

x۱

x۲
z

♢ است. z = x۱(x̄۲ + x۳) + x۲ صورت به

مدار هر پس نوشت، دیͽری معادل شͺل های به ͬ توان م را بولͬ عبارت های که این به توجه با
با که است مداری مدار، ساده ترین از منظور کرد. تبدیل معادل منطقͬ مدارهای به ͬ توان م را منطقͬ
در را موضوع این ͬ کند. م استفاده کمتری منطقͬ قطعات از ولͬ است معادل شده داده منطقͬ مدار

ͬ کنیم. م بررسͬ بعدی بخش
٣ . ۶ تمرین

بنویسید: را زیر کلیدی مدارهای با متناظر کلیدی توابع . ١

x۱

x۲
z

(ب)

x۱

x۲
z

(ج)(الف)

x۱

x۲

x۳

z

کنید. رسم را زیر توابع با متناظر کلیدی مدارهای . ٢



داده ها ساختار و بول جبر ٢٢٨

z = f(x۱, x۲) = (x۱ + x۲)x̄۱ (آ)
z = f(x۱, x۲) = x۱x۲(x۱ + x۲) (ب)

z = f(x۱, x۲, x۳) = (x۱ + x̄۲ + x۳)x̄۱ (ج)
z = f(x۱, x۲, x۳) = (x۱ + x۳)(x̄۲ + x̄۱) (د)
z = f(x۱, x۲, x۳) = x̄۱(x۲x۳ + x̄۲x۱) (ه)

از مجموعͬ اساسͬ شͺل سپس بنویسید. را متناظر کلیدی تابع ابتدا زیر، کلیدی مدارهای برای . ٣
x۱

x۲

x۱

x۳

x۳

z

(الف) کنید. رسم دوباره را معادل مدار و آورده دست به تابع هر برای را ضرب ها

x۱
x۲

x۳
x۴

x۴
x۲

z

(ب)



٢٢٩ منطقͬ مدارهای و کلیدی جبر

x۲
x۱

x۱
x۳

z

بنویسید.(ج) زیر منطقͬ مدارهای از ͷی هر خروجͬ برای را متناظر بولͬ عبارت های . ۴

x۱(الف)

x۳

x۲

x۳

x۲

x۴

x۱

x۴

z

x۱(ب)

x۲

x۳

x۴

z

کنید. رسم معادلͬ منطقͬ مدار زیر، بولͬ عبارت های از ͷی هر برای . ۵

(x۱ + x۲)(x̄۱ + x۳) (آ)
x̄۱x۲ + x۳x۲ + x۱ (ب)
x۱x۳ + x̄۱ + x۲x̄۳ (ج)
x۱x۲x۳ + x̄۱x̄۲x̄۳ (د)

(x۱ + x̄۲ + x۳)(x̄۱ + x۳)x۲ (ه)

مناسبی بولͬ عبارت آنها خروجͬ هر برای دارند. خروجͬ ͷی از بیش زیر منطقͬ مدارهای . ۶
بنویسید.
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x۱

x۲

x۱

x۳

z۱

z۲

(z۲ و z۱ خروجͬ (دو نیم افزاینده مدار (آ)

x۱

x۲

x۱

x۲
c

s

(s و c خروجͬ (دو افزاینده: تمام مدار (ب)

بولͬ عبارت های کردن بهینه ۴ . ۶

توجه با است. معادل بولͬ عبارت ساده ترین یافتن هدف، است. شده داده بولͬ عبارت ͷی کنید فرض
موجب و بوده مهم مدارها طراحͬ در امر این منطقͬ، مدار و بولͬ عبارت های بین موجود تناظر به

ͬ کنیم. م بیان را عبارت ساده ترین مفهوم ابتدا ͬ شود. م طراحͬ در سادگͬ و هزینه کاهش
صدق زیر شرایط در که است عبارتͬ بولͬ، عبارت ͷی با معادل بولͬ عبارت ساده ترین از منظور

کند.

است. بول حرفͬ ͷی عبارت های ضرب از مجموعͬ اساسͬ شͺل به عبارت این . ١

است. کمترین معادل، عبارت های بین در آن جملات تعداد . ٢

کار به بولͬ یͷ حرفͬ عبارت های آنگاه باشد، مساوی معادل عبارت های در جملات تعداد اگر . ٣
است. کمترین رفته،

گویند. مینیمال شͺل را بولͬ عبارت از شͺلͬ چنین
بیان بولͬ عبارت ͷی مینیمال شͺل آوردن دست به برای نموداری روشͬ ͷی بخش، ادامه در

ͬ شود. م

کارنو نمودار

حجره هر و ͬ نامند م حجره را آنها که ͬ شود م تقسم کوچͷ تر مستطیل های به مستطیل ͷی روش، این در
گویند. کارنو٣ نمودار را مستطیلͬ چنین شود. استفاده کامل ضربی عبارت ͷی نمایش برای است ممͺن
که کامل ضربی عبارت های تمامͬ نمودار، حجره های شده، داده بولͬ متغیرهای از معینͬ تعداد برای
ضربی عبارت های ͬ دهند. م نمایش دارند، را ضرب ها از مجموعͬ اساسͬ شͺل در حضور امͺان
ضربی عبارت های دهنده نشان مجاور حجره دو هر که ͬ شوند م داده  نسبت حجره ها به چنان کامل
حرکت در پس باشند. مساوی ،ͬͺی جز به آنها، بول حرفͬ ͷی عبارت های تمامͬ که هستند کامل

Maurice Karnaugh (1924- )٣



٢٣١ بولͬ عبارت های کردن بهینه

دست به را کامل ضربی عبارت های از دنباله ای مورب) نه و عمودی یا (افقͬ نمودار در حجره به حجره
عنوان به هستند. متمایز هم از بول حرفͬ ͷی عبارت ͷی در تنها دنباله، این متوالͬ اعضای که ͬ آوریم م

است. زیر صورت به x۲ و x۱ بولͬ متغیرهای برای کارنو نمودار مثال،

x۱x۲ x۱x۲

x۱x۲ x۱x۲x۱

x۱

x۲ x۲

راست و چپ ستون از اگر که کنید توجه ͬ شود. م نوشته متناظر کامل ضربی عبارت حجره، هر در
پایین و بالا ردیف های برای شرط همین است. شده رعایت مذکور شرط دوباره کنیم، فرض مجاور را

است. برقرار نیز

بنویسید. را x۳ و x۲ ،x۱ بولͬ متغیر سه برای کارنو نمودار ١٩ . ۶ مثال

داریم: : حل

g he f

a b c dx۱

x۱

x۲x۳ x۲x۳ x۲x۳ x۲x۳

x۱x۲x۳ کامل ضربی عبارت دهنده نمایش است، شده داده نشان a با که حجره ای شͺل، این در
♢ ͬ شود. م مشخص مشابه روش به نیز حجره ها سایر مقادیر است.
شده بیان کامل ضربی عبارت های از مجموعͬ صورت به که را بولͬ عبارت ͷی بخواهیم هرگاه
عنوان به دهیم. قرار ١ عدد متناظر حجره های جای به است کافͬ دهیم، نشان کارنو نمودار با است،

صورت به x۱x۲ + x̄۱x۲ بولͬ عبارت مثال،

x۱x̄۲x۳ + x۱x̄۲x̄۳ + x̄۱x۲x۳ + x̄۱x۲x̄۳ بولͬ عبارت ترتیب، همین به ͬ شود. م داده نمایش
ͬ شود. م داده نمایش زیر صورت به

١١

١ ١x۱

x۱

x۲x۳ x۲x۳ x۲x۳ x۲x۳

دو این که است مفهوم این به شود، نوشته ١ عدد مجاور حجره دو در هرگاه باشید داشته توجه
حذف قابل متغیر این حالتͬ، چنین در نیستند. مشترک بولͬ متغیر ͷی در تنها کامل ضربی عبارت
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دهنده نشان که دارند وجود ١ مجاور عدد دو بالا؛ دریف در فوق، نمودار در مثال عنوان به است.
داریم: و هستند x۱x̄۲x۳ و x۱x̄۲x̄۳ کامل ضربی عبارت های

x۱x̄۲x۳ + x۱x̄۲x̄۳ = x۱x̄۲(x۳ + x̄۳) = x۱x̄۲.

نشان بول حرفͬ ͷی عبارت دو از جمله ͷی با را بول حرفͬ ͷی عبارت ۶ با جمله دو ͬ توان م بنابراین،
را چپ و راست ستون زیرا هستند، ١ نیز دیͽر مجاور حجره دو کنیم، نگاه نمودار به دوباره اگر داد.

داریم: کرده ایم. فرض مجاور

x̄۱x۲x۳ + x̄۱x۲x̄۳ = x̄۱x۲(x۳ + x̄۳) = x̄۱x۲.

پس
x۱x̄۲x۳ + x۱x̄۲x̄۳ + x̄۱x۲x۳ + x̄۱x۲x̄۳ = x۱x̄۲ + x̄۱x۲.

است. چپ سمت بولͬ عبارت مینیمال شͺل معادل، شͺل این واقع، در
کارنوی نمودار برای مثال عنوان به داد. تعمیم نیز بزرگ تر مستطیل های برای ͬ توان م را ایده این

داریم: بعدی

x۲x۳ x۲x۳ x۲x۳ x۲x۳

x۱

x۱ ١ ١

١١

x۱x̄۲x۳ + x۱x̄۲x̄۳ + x̄۱x̄۲x۳ + x̄۱x̄۲x̄۳ = x۱x̄۲(x۳ + x̄۳) + x̄۱x̄۲(x۳ + x̄۳)

= x۱x̄۲ + x̄۱x̄۲

= (x۱ + x̄۱)x̄۲ = x̄۲.

خلاصه زیر صورت به را مینیمال شͺل آوردن دست به و بولͬ عبارت کردن ساده برای روند این
ͬ کنیم. م

کنید. مشخص است، خالͬ آن مجاور حجره های تمامͬ که را ١ عدد هر اول گام ١ . ۶ الͽوریتم
ͬ شوند. م ظاهر مینیمال شͺل در تغییری هیچ بدون حجره ها این با متناظر جملات

ͷی در را عدد دو آن و کنید مشخص است، مجاور ١ دیͽر عدد ͷی با تنها که را ١ عدد هر دوم گام
متناظر، کامل ضربی عبارت دو جای به شده، محصور زوج این برای دهید. قرار بسته منحنͬ
مشترک بولͬ ͬ های یͷ حرف حاصل ضرب صورت به جمله این و ͬ شود م داده قرار جمله ͷی تنها

است. کامل ضربی عبارت دو این

ͷی در را آنها و کنید مشخص داد، قرار چهارتایی بلوک ͷی در بتوان که را اعداد تمامͬ سوم گام
که ͬ نویسیم م را جمله ای حجره، چهار این با متناظر جملات جای به کنید. محدود بسته منحنͬ

است. حجره ها این مشترک بولͬ یͷ حرفͬ عبارت های ضرب صورت به

در را آنها و کرده مشخص دارد، قرار هشت تایی بلوک ͷی در بتوان که را ١ اعداد تمامͬ چهارم گام
بنویسید را جمله ای حجره، هشت این با متناظر جملات جای به کنید. محصور بسته منحنͬ ͷی

است. حجره ها این مشترک بولͬ یͷ حرفͬ عبارت های ضرب صورت به که
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طوری به کنید، ایجاد ممͺن مستطیلͬ گروه بزرگترین ،١ عدد شامل باقیمانده حجره هر برای پنجم گام
قرار بلوک ͷی در حداقل ١ شامل حجره هر باید نهایت، در باشد. کمینه مستطیل ها تعداد که

گیرد.

بیابید: را زیر بولͬ عبارت برای مینیمال شͺل ٢٠ . ۶ مثال

x۱x۲x۳ + x۱x̄۲x۳ + x۱x̄۲x̄۳ + x̄۱x̄۲x̄۳ + x̄۱x۲x̄۳.

است: زیر صورت به متناظر کارنوی نمودار : حل

اجرا را دوم گام پس باشد. نداشته وجود دیͽری ١ عدد آن ͬͽهمسای در که ندارد وجود ١ عدد هیچ
داریم: و دارند همسایه ͷی تنها که کنید مشخص را ١ اعداد آن گام، این در کنید.

نشده، محصور ١ برای داد، انجام ͬ توان م که کاری تنها و ندارد وجود ١ اعداد از چهارتایی بلوک هیچ
صورت به که داد، انجام مختلف روش دو به ͬ توان م را کار این است. دوتایی بلوک ͷی ساختن

هستند. بعدی نمودارهای

ͬ شوند. م نوشته زیر مینیمال شͺل های جدول، دو این با متناظر

x۱x۳ + x̄۱x̄۳ + x̄۲x̄۳ . ١

x۱x۳ + x̄۱x̄۳ + x۱x̄۲ . ٢

♢ دارد وجود مینیمال شͺل دو پس

کنید. مشخص را زیر بولͬ عبارت مینیمال شͺل ٢١ . ۶ مثال

f(x۱, x۲, x۳, x۴) = x۱x۲x̄۳x̄۴ + x۱x۲x۳x̄۴ + x̄۱x۲x̄۳x̄۴ + x̄۱x̄۲x۳x۴

+x̄۱x̄۲x̄۳x۴ + x̄۱x̄۲x۳x۴ + x۱x̄۲x̄۳x۴ + x۱x̄۲x۳x̄۴.
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است: چنین متناظر کارنوی نمودار : حل

نیز آن و دارد ͷشری ͷی که دارد وجود مورد ͷی تنها ندارد. وجود منفرد ͷی عدد هیچ شͺل، این در
داریم: و است دوم ردیف �در

�
�
�

١

١١ ١

١ ١

١

١

هم با ͬ توان م را باقیمانده های ١ و دارد قرار پایینͬ چپ گوشه در ١ اعداد از چهارتایی بلوک ͷی
داریم: کرد. جفت

از: است عبارت مینیمال شͺل بنابراین،

x̄۲x۴ + x۲x̄۳x̄۴ + x۱x۳x̄۴.

♢

بنویسید: را زیر بولͬ عبارت برای مینیمال شͺل ٢٢ . ۶ مثال

f(x۱, x۲, x۳, x۴) = x۱x۲x̄۳x۴ + x̄۱x۲x̄۳x۴ + x̄۱x۲x̄۳x̄۴ + x̄۱x۲x۳x̄۴

+x̄۱x̄۲x۳x۴ + x̄۱x̄۲x̄۳x۴ + x̄۱x̄۲x̄۳x̄۴ + x۱x̄۲x̄۳x̄۴.

است چنین بولͬ عبارت این برای کارنو نمودار : حل
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صورت به مینیمال شͺل پس

x۱x̄۲x۴ + x۲x̄۳x۴ + x̄۱x۲x̄۴ + x̄۲x̄۳x̄۴,

♢ است.
نباشد. مینیمال مساله آمده دست به شͺل است ممͺن نکنیم، رعایت را الͽوریتم اجرای ترتیب اگر

داریم: زیر مانند شͺلͬ کنیم شروع چهارتایی بلوک ͷی با اگر قبلͬ مثال در نمونه، عنوان به

#
"
 
!

١

١

١

١

١

١ ١

١

مینیمال وضوح به که است جمله پنج آمده، دست به معادل بولͬ عبارت جملات تعداد صورت این در
نیست.

بیابید. را زیر بولͬ عبارت مینیمال شͺل ٢٣ . ۶ مثال

f(x۱, x۲, x۳, x۴) = x۱x۲x۳x۴ + x۱x۲x̄۳x̄۴ + x̄۱x۲x۳x̄۴ + x̄۱x۲x̄۳x̄۴

+x̄۱x̄۲x̄۳x̄۴ + x̄۱x̄۲x̄۳x۴ + x۱x̄۲x̄۳x۴ + x۱x̄۲x۳x̄۴.

است: چنین متناظر کارنو نمودار : حل

داریم: ͬ کنیم. م اجرا نیز را الͽوریتم از دوم گام و ͬ کنیم م علامت گذاری را منفرد ١ اعضای ابتدا،
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١

١ ١

١

١١

١

١

داریم: و دارد وجود ١ اعداد از چهارتایی بلوک دو

صورت به مینیمال شͺل پس

x۱x۲x۳ + x̄۳x۴ + x̄۱x̄۳ + x۱x̄۲x۳x̄۴,

♢ است.
۴ . ۶ تمرین

بنویسید. را زیر عبارت های از ͷی هر مینیمال شͺل . ١

x۱x۲x۳ + x̄۱x̄۲x۳ + x۱x̄۲x̄۳ + x̄۱x̄۲x̄۳ (آ)

x۱x۲x۳ + x۱x̄۲x۳ + x۱x̄۲x̄۳ + x۱x۲x̄۳ + x̄۱x۲x۳ (ب)

x۱x̄۲x۳x̄۴ + x۱x̄۲x۳x۴ + x̄۱x۲x۳x۴ + x̄۱x̄۲x̄۳x̄۴ (ج)

x̄۱x̄۲x۳x̄۴+x̄۱x̄۲x۳x̄۴+x۱x̄۲x۳x̄۴+x۱x۲x۳x̄۴+x۱x۲x̄۳x۴+x̄۱x۲x۳x̄۴ (د)

x۱x۲x۳x۴+x۱x̄۲x۳x۴+x۱x̄۲x۳x̄۴+x۱x̄۲x̄۳x̄۴+x̄۱x۲x۳x̄۴+x̄۱x̄۲x̄۳x̄۴ (ه)

استفاده با سپس و بنویسید را کامل ضرب های از جمع اساسͬ شͺل ابتدا زیر، عبارت های برای . ٢
آورید. دست به را معادل مینیمال شͺل کارنو، نمودار از

x۱(x۲x۳ + x̄۳) (آ)

(x۱ + x۲)(x̄۲ + x۳) (ب)

(x۱ + x۲ + x۳)(x̄۱ + x۳) (ج)

(x۱ + x̄۲ + x۳)(x̄۱ + x۲ + x۳)(x۱ + x۲) (د)
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یͺریختͬ و بول جبر جزیی، ترتیب ۵ . ۶

مجموعه مثال، عنوان به ͬ کنیم. م ایجاد بول جبر برای جزیی ترتیب ͷی بخش، این در

S = {۱,۲,۳}

اجتماع از ͬ توان نم را ∅ مجموعه بͽیرید. نظر در را (B = P(S),∪,∩,− ,∅, S) بول جبر و
ͬ کنیم، م اختیار ∅ از بعد را {۳} و {۲} عضوی{۱}، ͷی مجموعه های نوشت. B دیͽر مجموعه های
اعضا این بول جمع صورت به بتوان باشد، داشته عضو دو که B بول جبر در دیͽر عضو هر که طوری
نوشته بول جبر عضوی دو اعضای بول جمع صورت به نیز S سه عضوی مجموعه نهایتاً، و شود نوشته
نوشت. B تک عضوی مجموعه های از بولͬ مجموع صورت به ͬ توان م را S مجموعه همچنین، شود.

آورد. دست به زیر نمودار مانند جزیی ترتیب نوعͬ ͬ توان م نتیجه، در

{۲,۳}{۱,۳}

S = {۱,۲,۳}

{۱,۲}

{۱} {۲}

∅

{۳}

MMM
MMM

MMM
MMM

MMM
MMqqqqqqqqqqqqqqqqq

MMM
MMM

MMM
MMM

MMM
MM qqqqqqqqqqqqqqqqq

MMM
MMM

MMM
MMM

MMM
MMqqqqqqqqqqqqqqqqqMMMMMMMMMMMMMMMMM

qqqqqqqqqqqqqqqqq

ͬ کنیم: م تعریف را زیر رابطه ،x, y ∈ B و بول جبر ͷی B اگر

x ⪯ y ⇔ xy = x. (١ . ۶)

داریم: مجموعه ها، نظریه در موجود روابط همانند

A ⊆ B ⇒ (A ∩B = A,A ∪B = B).

ͬ کند. م تعریف B در ترتیب ͷی ⪯ رابطه ͬ دهیم م نشان

است. جزیی ترتیب ͷی (١ . ۶) در شده تعریف رابطه ١٢ . ۶ قضیه

و x اگر دارد. بازتابی خاصیت ⪯ رابطه و x ⪯ x پس ؛ xx = x ، ،x ∈ B هر برای چون برهان:
آنگاه باشند، داشته را y ⪯ x و x ⪯ y روابط هم با B در y

yx = y, xy = x,

است. متقارن رابطه ͷی ⪯ یعنͬ .x = y که ͬ شود م نتیجه yx = xy جابجایی خاصیت از و
آنگاه باشند، y ⪯ z و x ⪯ y ، B در z و y ،x برای اگر همچنین؛

xy = x, yz = y.
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پس
x = xy = x(yz) = (xy)z = xz.

دارد. تراگذری خاصیت ⪯ رابطه یعنͬ .x ⪯ z بنابراین و x = xz نتیجه در

عضو را x ∈ B غیرصفر عضو ͷی بͽیرید. نظر در را B بول جبر در صفر عضو : ٧ تعریف
.y = x یا y = ۰ که بͽیریم نتیجه ۰ ⪯ y ⪯ x از ،y ∈ B هر ازای به هرگاه ͬ نامند م B در مینیمال

{۲} ،{۱} از عبارتند مینیمال عضوهای ،S = {۱,۲,۳} زیرمجموعه های بول جبر در ٢۴ . ۶ مثال
در .۵ و ۳ ،۲ از عبارتند مینیمال عضوهای ،٣٠ عدد مقسوم علیه های بول جبر در همچنین، .{۳} و

هستند. کامل ضربی عبارت های همان مینیمال عضوهای ،Fn = {f : Bn → B} بول جبر

xy = ۰ ، y ∈ B هر ازای به آنگاه Bباشد، بول جبر در مینیمال عضو ͷی x اگر . ١ ١٣ . ۶ قضیه
.xy = x یا

.x۱x۲ = ۰ آنگاه x۱؛ ̸= x۲ و باشند B در مینیمال عضو دو x۲ و x۱ اگر . ٢

برهان:

باشد، مینیمال عضو x اگر حال .(xy)x = xy زیرا xy؛ ⪯ y داریم: ،B در y و x هر برای . ١
آنگاه

xy ⪯ y ⇒ (xy = ۰ یا xy = x).

است. قبلͬ قسمت از نتیجه ای قسمت این . ٢

داشته x ∈ B هر برای و باشند B بول جبر مینیمال عضوهای xn ،. . . ،x۲ ،x۱ اگر ١۴ . ۶ قضیه
.x = ۰ آنگاه (۱ ≤ i ≤ n) ؛ xxi = ۰ باشیم

پس ،S ̸= ∅ پس x ∈ S چون .S = {y ∈ B,۰ ≺ y ⪯ x} دهید قرار ،x ̸= ۰ اگر برهان:
و صفر بین B در دیͽری عضو هیچ و ۰ ≺ z ⪯ x که طوری به یافت B از z مانند عضوی ͬ توان م
این از .۰ = xz = z ≻ ۰ داریم و بوده مینیمال عضو ͷی z صورت این در باشد. نداشته وجود z

ͬ شود. م نتیجه x = ۰ تناقض،

x عضو هر آنگاه باشند، B مینیمال عضوهای xn ،. . . ،x۲ ،x۱ و بول جبر ͷی B اگر ١۵ . ۶ قضیه
یعنͬ نوشت. مینیمال اعضای بولͬ جمع صورت به فرد به منحصر طور به ͬ توان م را B در

x = c۱x۱ + c۲x۲ + · · ·+ cnxn =

n∑
i=۱

cixi, ci = یا۰ ۱.

تعداد چون ͬ شود. م متناظر (c۱, . . . , cn) n‐تایی ͷی با B از x عضو هر قضیه، این اساس بر
.|B| = ۲n آنگاه است، مینیمال عضو n با متناهͬ بول جبر ͷی B اگر پس است، ۲n n‐تایی ها

به B۱ از f مانند ͷی به ͷی تناظری هرگاه هستند یͺریخت B۲ و B۱ بول جبر دو : ٨ تعریف
باشیم: داشته B۱ در x۲ و x۱ هر ازای به که طوری به باشد موجود B۲

f(x۱ + x۲) = f(x۱) + f(x۲) . ١

f(x۱x۲) = f(x۱)f(x۲) . ٢
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f(x̄۱) = f(x۱) . ٣

.۴ است بول جبر ساختارهای حافظ ،f ͷی به ͷی تناظر یعنͬ

است. یͺریخت مجموعه ها بول جبر با B متناهͬ بول جبر هر ١۶ . ۶ قضیه

پس هستند. ۱ ≤ i ≤ n ، xi آن مینیمال عضو n کنید فرض است، متناهͬ B چون برهان:
f تابع است. S زیرمجموعه های بول جبر P(S) و S = {۱,۲, . . . , n} کنید فرض .|B| = ۲n

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را

x =
n∑

i=۱
cixi ∈ B, ci = ,۱یا۰ f : B → P(S), f(x) = {i|ci = ۱,۱ ≤ i ≤ n} .

داریم: است. B مینیمال عضو xi و ۱ ≤ i ≤ n ، f(xi) = {i} و f(۰) = ∅ مثال، عنوان به

f(x۱ + x۲) = {۱,۲} , f(x۲ + x۴ + x۷) = {۲,۴,۷} .

داریم: و هستند B از عضو دو y و x کنید فرض کلͬ، حالت در

x =

n∑
i=۱

cixi, y =

n∑
i=۱

dixi,

داریم: ابتدا .ci, di ∈ {۰,۱} ،۱ ≤ i ≤ n برای آن، در که

x+ y =

n∑
i=۱

sixi, si = ci + di, ۱ ≤ i ≤ n.

بنابراین: و (۱ + ۱ = ۱ که کنید (توجه

f(x+ y) = {i|۱ ≤ i ≤ n, si = ۱}
= {i|۱ ≤ i ≤ n, ci = ۱ یا di = ۱}
= {i|۱ ≤ i ≤ n, ci = ۱} ∪ {i|۱ ≤ i ≤ n, di = ۱}
= f(x) ∪ f(y).

مشابه؛ روش با

xy =

n∑
i=۱

tixi, ti = cidi, ۱ ≤ i ≤ n.

بنابراین

f(xy) = {i|۱ ≤ i ≤ n, ti = ۱}
= {i|۱ ≤ i ≤ n, ci = ۱ و di = ۱}
= {i|۱ ≤ i ≤ n, ci = ۱} ∩ {i|۱ ≤ i ≤ n, di = ۱}
= f(x) ∩ f(y).

سمت در و B۱ بول جبر در تساوی ها چپ سمت در تعریف، این در شده نوشته − و ∗ ،+ اعمال که باشید داشته ۴توجه

هستند. B۲ بول جبر در تساوی ها راست



داده ها ساختار و بول جبر ٢۴٠

همچنین، .x̄ =

n∑
i=۱

c̄ixi آنگاه ،x =

n∑
i=۱

cixi اگر ،f یͺریختͬ برهان اتمام برای

x+ x̄ =

n∑
i=۱

cixi +

n∑
i=۱

c̄ixi =

n∑
i=۱

(ci + c̄i)xi =

n∑
i=۱

xi = ۱

xx̄ =

(
n∑

i=۱
cixi

)(
n∑

i=۱
c̄ixi

)
=

n∑
i=۱

(cic̄i)xi =

n∑
i=۱

۰xi = ۰.

پس

f(x̄) = {i|۱ ≤ i ≤ n, c̄i = ۱}
= {i|۱ ≤ i ≤ n, ci = ۰}
= {i|۱ ≤ i ≤ n, ci = ۱} = f(x).

۵ . ۶ تمرین است. یͺریختͬ و بوده بول جبر ساختارهای حافظ f تابع بنابراین

در را ⪯ رابطه . ١
Fn = {f |f : Bn → B} ,

.f(x) ≤ g(x) اگر فقط و اگر f ⪯ g ، f, g ∈ Fn هر برای آن در که بͽیرید نظر در
آنگاه f(x) = ۱ اگر و g(x) = ۱ یا g(x) = ۰ آنگاه f(x) = ۰ اگر دیͽر، عبارت به

.g(x) = ۱

است. ترتیب رابطه ͷی Fn در ⪯ رابطه دهید نشان (آ)
.fg ⪯ g کنید ثابت (ب)

کنید. تعریف زیر صورت به را ۵ ⊗ دودویی عمل ،f, g : Bn → B برای . ٢

f ⊗ g = fḡ + f̄g.

کنید. مشخص را f ⊗ ۰ و f ⊗ ۱ ،f ⊗ f̄ ،f ⊗ f (آ)
کنید. اثبات را زیر عبارت های درستͬ (ب)

f ⊗ g = ۰⇒ f = g i.
f ⊗ (g ⊗ h) = (f ⊗ g)⊗ h ii.

f ⊗ g = g ⊗ f iii.
f ⊗ gh = (f ⊗ g)(f ⊗ h) iv.

f(g ⊗ h) = fg ⊗ fh v.
f ⊗ g = f̄ ⊗ g = f ⊗ ḡ vi.
f ⊗ g = f ⊗ h⇒ g = h vii.

کنید: ثابت است. بول جبر یͺریختͬ ͷی f : B۱ → B۲ کنید فرض . ٣

f(۰) = ۰ (آ)

XOR۵



٢۴١ یͺریختͬ و بول جبر جزیی، ترتیب

f(۱) = ۱ (ب)
.f(x) ⪯ f(y) ،B۲ در آنگاه ،x ⪯ y و x, y ∈ B۱ اگر (ج)

است. B۲ در اتم ͷی نیز f(x) آنگاه باشد، B۱ در اتم ͷی x اگر (د)

است. B۲ در بول زیرجبر ͷی نیز f(ϕ۱) آنگاه باشد، B۱ در بول زیرجبر ͷی ϕ۱ اگر (ه)
شده تعریف اعمال با که است B بول جبر از زیرمجموعه ای بول، زیرجبر ͷی از (منظور

است.) بول جبر ͷی ،B در





٧ فصل

آنها کاربرد و متناهͬ میدان  های

با بعدی بخش های در و ͬ کنیم م بیان را متناهͬ میدان های در مقدماتͬ مفاهیم ابتدا فصل این در
مربع های بلوکͬ، طرح های هادامار١، ماتریس های مانند ترکیبیاتͬ کاربردهای جمله از آنها، از کاربردهایی
کتاب های از مباحث این در بیشتر اطلاعات کتاب، حجم به توجه با است بدیهͬ ͬ شوید. م آشنا لاتین

است. انتظار مورد [٢۴] مانند ͬ تر تخصص

متناهͬ میدان های ٧ . ١

به فقط و دارد کافͬ آشنایی نامتناهͬ میدان های نظریه با دانشجو که است این بر فرض بخش این در
ͬ نامند. م m مرتبه از متناهͬ میدان ͷی را عضو m با میدان ͷی ͬ پردازیم. م متناهͬ حالت توضیح

و جمع عمل های با همراه Zp = {۰,۱,۲, . . . , p− ۱} مجموعه ،p اول عدد هر برای ٧ . ١ مثال
است. p مرتبه از متناهͬ میدان ͷی p پیمانه با ضرب

deg f ≥ ۲ و میدان این در چندجمله ای ͷی f(x) و چندجمله ای ها میدان F [x] کنید فرض
به باشند موجود F [x] در h(x) و g(x) چندجمله ای های هرگاه ͬ نامند م تحویل پذیر را f(x) است.
چندجمله ای صورت این غیر در . deg h ≥ ۱ و deg g ≥ ۱ و f(x) = g(x).h(x) که طوری

ͬ نامند. م F میدان روی اول چندجمله ای یا تحویل ناپذیر را f(x)

:F [x] میدان عضو چندجمله ای های برای اثبات) (بدون [٢٣] ٧ . ١ قضیه

است. ناپذیر تحویل ،ͷی حداکثر درجه از چندجمله ای هر . ١

و اگر است تحویل پذیر f(x) آنگاه باشد، ٣ یا ٢ درجه از چندجمله ای ͷی f(x) ∈ F [x] اگر . ٢
باشد. داشته جواب F میدان در f(x) = ۰ معادله اگر فقط

در چندجمله ای این که حالͬ در است تحویل ناپذیر R[x] و Q[x] در x۲ +۱ چندجمله ای ٧ . ٢ مثال
x۲ + ۱ = (x+ i)(x− i) . داریم: و بوده تحویل پذیر C[x]

Jacques Salomon Hadamard (1865 – 1963)١



آنها کاربرد و متناهͬ میدان  های ٢۴۴

تحویل پذیر اما ندارد حقیقͬ ریشه R[x] میدان در f(x) = x۴ + ۲x۲ + ۱ چندجمله ای ٧ . ٣ مثال
داریم و است

x۴ + ۲x۲ + ۱ = (x۲ + ۱)۲.

نیست. برقرار ٣ از بیشتر درجه با چندجمله ای های برای ٧ . ١ قضیه که ͬ دهد م نشان مثال این

f(۱) = زیرا است تحویل پذیر Z۲[x] میدان در f(x) = x۳+x۲+x+۱ چندجمله ای ۴ . ٧ مثال
g(۰) = زیرا است، تحویل ناپذیر میدان همین روی g(x) = x۳ + x + ۱ چندجمله ای ولͬ .۰

.g(۱) = ۱

است؟ تحویل ناپذیر Z۲[x] میدان در h(x) = x۴ + x۳ + x۲ + x+۱ چندجمله ای آیا ۵ . ٧ مثال

وجود بررسͬ برای ندارد. ͷی درجه عامل چندجمله ای این پس ،h(۰) = h(۱) = ۱ چون : حل
کنید: فرض دوم، درجه عامل

x۴ + x۳ + x۲ + x+ ۱ = (x۲ + ax+ b)(x۲ + cx+ d),

داریم: معادله این طرفین در ضریب ها قراردادن مساوی با .a, b, c, d ∈ Z۲ آن در که

a+ c = ۱
ac+ b+ d = ۱

ad+ bd = ۱
db = ۱.

ͬ شود: م نتیجه
a = b = c = d = ۱, a+ c = ۰, a+ c = ۱,

♢ است. تحویل ناپذیر Z۲[x] در h(x) پس است. تناقض ͷی که

بزرگ ترین با جمله ای ضریب هرگاه ͬ نامند م تکین را f(x) ∈ F [x] چندجمله ای : ١ تعریف
باشد. F میدان واحد عضو ،١ مساوی f در درجه

بزرگ ترین را h(x) ∈ F [x] باشند، F [x] در چندجمله ای دو g(x) و f(x) اگر : ٢ تعریف
هرگاه: ͬ نامند م g(x) و f(x) مشترک علیه مقسوم

باشند. بخش پذیر h(x) بر g(x) و f(x) چندجمله ای دو هر . ١

h(x) بر g(x) و f(x) چندجمله ای دو هر که است دیͽری چندجمله ای k(x) ∈ F [x] اگر . ٢
باشد. بخش پذیر h(x) بر نیز k(x) آنگاه هستند، بخش پذیر

است: زیر چندجمله ای های مشترک علیه مقسوم بزرگ ترین Z۲[x] در x+ ۱ چندجمله ای ۶ . ٧ مثال
(چرا؟)

f(x) = x۲ + ۱ = (x+ ۱)(x+ ۱)
g(x) = x۳ + ۱ = (x+ ۱)(x۲ + x+ ۱).



٢۴۵ متناهͬ میدان های

مخالف آنها از ͬͺی حداقل و هستند F [x] در چندجمله ای هایی g(x) و f(x) کنید فرض ٧ . ٢ قضیه
g(x) و f(x) چندجمله ای دو از خطͬ ترکیب صورت به درجه کمترین با چندجمله ای هر است. صفر

یعنͬ شود؛ نوشته
h(x) = s(x)f(x) + t(x)g(x),

علیه مقسوم بزرگ ترین و بوده g(x) و f(x) چندجمله ای های مشترک علیه مقسوم بزرگ ترین h(x)
است. فرد به منحصر تکین مشترک

تقسیم الͽوریتم ،g(x) و f(x) چندجمله ای  دو مشترک علیه مقسوم بزرگترین کردن پیدا برای اکنون
ͬ شود. م بیان اقلیدسͬ

از deg f(x) و f(x) ̸= ۰ و هستند F [x] از عضو دو g(x) و f(x) کنید فرض ٧ . ١ الͽوریتم
نوشت: ͬ توان م تقسیم، الͽوریتم حسب بر نیست. بیشتر deg g(x)

g(x) = q(x)f(x) + r(x) deg r(x) < deg g(x)
f(x) = q۱(x)r(x) + r۱(x) deg r۱(x) < deg f(x)
r(x) = q۲(x)r۱(x) + r۲(x) deg r۲(x) < deg r۱(x)

...
...

rk−۲(x) = qk(x)rk−۱(x) + rk(x) deg rk(x) < deg rk−۱(x)
rk−۱(x) = qk+۱(x)rk(x) + rk+۱(x) deg rk+۱(x) = ۰

g(x) و f(x) مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین در ثابت مقدار ͷی حاصل ضرب مساوی rk(x) آنگاه،
است.

f(x) آنگاه باشد، ١ آنها مشترک علیه مقسوم بزرگ ترین و f(x), g(x) ∈ F [x] اگر : ٣ تعریف
ͬ گویند. م اول هم به نسبت را g(x) و

تعریف زیر صورت به F [x] روی R رابطه .s(x) ̸= ۰ و s(x) ∈ F [x] کنید فرض ٧ . ٣ قضیه
ͬ شود: م

f(x)Rg(x)⇔ f(x)− g(x) = t(x)s(x), t(x) ∈ F [x].

ͬ نویسیم: م است. هم ارزی رابطه ͷیR آنگاه، است. بخش پذیر s(x) بر f(x)− g(x) یعنͬ

f(x) ≡ g(x) (s(x) پیمانه ).

کنید. توجه بعدی مثال به هم ارزی کلاس های تعیین برای

صورت: این در است. Z۲[x] از عضوی s(x) = x۲ + x+ ۱ کنید فرض ٧ . ٧ مثال

[۰] = [x۲ + x+ ۱] =
{
۰, x۲ + x+ ۱, x۳ + x۲ + x, . . .

}
=

{
t(x)(x۲ + x+ ۱) : t(x) ∈ Z۲[x]

}
,

[۱] =
{
۱, x۲ + x, x(x۲ + x+ ۱) + ۱, (x+ ۱)(x۲ + x+ ۱) + ۱, . . .

}
=

{
t(x)(x۲ + x+ ۱) + ۱ : t(x) ∈ Z۲[x]

}
,



آنها کاربرد و متناهͬ میدان  های ٢۴۶

[x] =
{
x, x۲ + ۱, x(x۲ + x+ ۱) + x, (x+ ۱)(x۲ + x+ ۱) + x, . . .

}
=

{
t(x)(x۲ + x+ ۱) + x : t(x) ∈ Z۲[x]

}
,

[x+ ۱] =
{
x+ ۱, x۲, x(x۲ + x+ ۱) + x+ ۱, . . .

}
=

{
t(x)(x۲ + x+ ۱) + x+ ۱ : t(x) ∈ Z۲[x]

}
.

.deg r(x) < deg s(x) آن در که f(x) = q(x)s(x)+ r(x) اقلیدسͬ، تقسیم الͽوریتم حسب بر
یا ،f(x)− r(x) = t(x)s(x) پس

f(x) = r(x) (s(x) .(پیمانه

با .a, b ∈ Z۲ آن در که r(x) = ax+b یعنͬ .deg r(x) < ۲ یا و r(x) = ۰ مثال این در بنابراین،
ͬ شوند: م مشخص r(x) برای زیر چندجمله ای های ،b و a برای ممͺن حالت های تمامͬ گرفتن نظر در

۰,۱, x, x+ ۱.

.[x+ ۱] و [x] ،[۱] ،[۰] از: عبارتند هم ارزی کلاس های پس

کلاس های مجموعه برای حلقه ساختار ͷی قبلͬ، مثال در آمده دست به هم ارزی کلاس های به توجه با
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به جمع عمل حلقه این در ͬ کنیم. م ایجاد هم ارزی

[f(x)] + [g(x)] = [f(x) + g(x)],

هم ارزی کلاس ͬ توان م پس ،deg(f(x) + g(x)) ≤ max {deg f(x),deg g(x)} چون

[f(x) + g(x)]

مثال: عنوان به کرد. مشخص را

[x] + [x+ ۱] = [x+ (x+ ۱)] = [۲x+ ۱] = [۱].

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به نیر ضرب عمل حلقه، این در

[f(x)][g(x)] = [f(x)g(x)].

مشخص را [f(x)g(x)] هم ارزی کلاس ͬ توان م آسانͬ به پس ،deg f(x)g(x) ≥ deg s(x) چون
داریم: تقسیم الͽوریتم از استفاده با کرد.

f(x)g(x) = q(x)s(x) + r(x); r(x) = ۰ یا deg r(x) < deg s(x).

نتیجه: در
f(x)g(x) ≡ r(x) (s(x) پیمانه ),

ͬ نویسیم: م تعریف، بر بنا و
[f(x)g(x)] = [r(x)].

مطابق ضرب و جمع عمل های ،{[۰], [۱], [x], [x+ ۱]} مجموعه برای شد، گفته آنچه به توجه با
ͬ شوند: م تعریف بعدی جدول های



٢۴٧ متناهͬ میدان های

x+ ۱ x ١ ۰ +
x+ ۱ x ١ ۰ ۰
x x+ ۱ ۰ ١ ١
١ ۰ x+ ۱ x x
۰ ١ x x+ ۱ x+ ۱

x+ ۱ x ١ ۰ ×
۰ ۰ ۰ ۰ ۰

x+ ۱ x ١ ۰ ١
١ x+ ۱ x ۰ x
x ١ x+ ۱ ۰ x+ ۱

زیرا ͬ آورند، م وجود به نیز را متناهͬ میدان ͷی حلقه، تشͺیل بر علاوه ، هم ارزی کلاس های مجموعه

[x+ ۱]−۱ = [x], [x]−۱ = [x+ ۱], [۱]−۱ = [۱].

اعضای برای آن، بر علاوه ͬ دهند. م نشان Z۲[x]/(x
۲ + x+ ۱) نماد با را چهار مرتبه از میدان این

داریم: میدان غیرصفر

[x]۱ = [x], [x]۲ = [x+ ۱], [x]۳ = [۱].

ͬ آورند. م وجود به سه مرتبه از دوری گروه ͷی میدان این غیرصفر اعضای بنابراین،

نسبت دوری گروه ͷی متناهͬ میدان هر غیرصفر اعضای مجموعه که ͬ شود م ثابت کلͬ حالت در
است. میدان ضرب عمل به

آنگاه: است. F [x] میدان در غیرصفر چندجمله ای ͷی s(x) کنید فرض اثبات) (بدون ۴ . ٧ قضیه

ضرب و جمع عمل های به نسبت s(x) پیمانه با همنهشتͬ رابطه در F [x] هم ارزی کلاس های . ١
است: جابجایی حلقه ͷی شوند، تعریف زیر صورت به که

[f(x)] + [g(x)] = [f(x) + g(x)]

[f(x)][g(x)] = [f(x)g(x)] = [r(x)]

F [x]/s(x) با را حلقه این است. s(x) بر f(x)g(x) تقسیم باقیمانده r(x) ضرب، عمل در
ͬ دهند. م نمایش

است. متناهͬ میدان ͷی F [x]/s(x) آنگاه باشد، تحویل ناپذیر F [x] در s(x) اگر . ٢

دارد. عضو qn ، F [x]/s(x) میدان آنگاه ،deg s(x) = |F | = q اگر . ٣

زیرا است، تحویل ناپذیر Z۳[x] میدان در s(x) = x۲ + x+ ۲ چندجمله ای ٧ . ٨ مثال

s(۰) = ۲, s(۱) = ۱, s(۲) = ۲.

ͬ آورد م وجود به را [ax + b] صورت به هم ارزی کلاس های با متناهͬ میدان ͷی Z۳[x]/s(x) پس
صورت به هم ارزی کلاس ٩ شوند، تقسیم s(x) بر f(x) ∈ Z۳[x] چندجمله ای اگر .a, b,∈ Z۳ که

ͬ آیند: م وجود به زیر

[۰], [۱], [۲], [x], [x+ ۱], [x+ ۲], [۲x], [۲x+ ۱], [۲x+ ۲].

ͬ دهیم. م انجام نمونه عنوان به را عمل چند تنها ضرب، و جمع کامل جدول تشͺیل جای به

[۲x][x] = [۲x۲] = [۲x۲ + ۰] = [۲x۲ + (x۲ + x+ ۱)]
= [۳x۲ + x+ ۱] = [x+ ۱]
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[x+ ۱][x+ ۲] = [x۲ + ۳x+ ۲] = [x۲ + ۲]
= [x۲ + ۲(x۲ + x+ ۲)]
= [۲x]

[۲x+ ۲]۲ = [۴x۲ + ۸x+ ۴] = [x۲ + ۲x+ ۱]
= [(−x− ۲) + (۲x+ ۱)] x۲ ≡ −x− ۲(s(x) پیمانه ) زیرا
= [x− ۱] = [x+ ۲]

ͬ کنیم. م مشخص را کروشه داخل چندجمله ای ضرایب فقط هم ارزی، کلاس نوشتن جای به مواردی، در
مثلا

[۲,۱] = [۲x+ ۱], [۱,۲] = [x+ ۲], [۱,۱] = [x+ ۱].
پس

[۲,۱][۱,۲] = [۲x+ ۱][x+ ۲] = [۲x۲ + ۵x+ ۲]
= [۲x۲ + ۲x+ ۲] = [۲(−x− ۲) + ۲x+ ۲]
= [−۴ + ۲] = [−۲] = [۱]

.[۲,۱]−۱ = [۱,۲] پس
داریم: میدان این در

[x]۱ = [x], [x]۲ = [۲x+ ۱], [x]۳ = [۲x+ ۲], [x]۴ = [۲],

[x]۵ = [۲x], [x]۶ = [x+ ۲], [x]۷ = [x+ ۱], [x]۸ = [۱]
است. ٨ مرتبه از دوری گروه ͷی میدان این غیرصفر اعضای مجموعه پس

که است مثبتͬ صحیح عدد کوچͷ ترین n و بوده حلقه ͷی (R,+,×) کنید فرض : ۴ تعریف
ͬ نویسند: م و گویند n مشخصه با حلقه را R است). حلقه صفر e) nr = e ، r ∈ R هر برای

char(R) = n

است. صفر مشخصه با R ͬ گویند م کند، صدق رابطه این در که باشد نداشته وجود صحیحͬ عدد اگر

است. ۴ مشخصه دارای (Z۴,+,×) حلقه است. ٣ مشخصه دارای (Z۳,+,×) حلقه ٧ . ٩ مثال
و (Z,+,×) حلقه های که حالͬ در است. n مشخصه دارای (Zn,+,×) حلقه کلͬ، حالت در
دارای ولͬ بوده نامتناهͬ حلقه ای است ممͺن که کنید توجه هستند. صفر مشخصه دارای (Q,+,×)

است. ٣ مشخصه با نامتناهͬ حلقه ͷی Z۳[x] حلقه مثال، عنوان به باشد. مثبت مشخصه

آن مشخصه صورت این در است. مثبت مشخصه با میدان ͷی (F,+,×) کنید فرض ۵ . ٧ قضیه
است. اول عدد ͷی

داریم: نباشد اول n و char(F ) = n > ۰ اگر است. F میدان واحد عضو u کنید فرض برهان:
صفر e که nu = e مشخصه، تعریف بر بنا .m > ۱ و k < n ،m, k ∈ Z+ آن در که n؛ = mk

ولͬ؛ .(mk)u = e پس است. میدان

(mk)u = (u+ · · ·+ u)︸ ︷︷ ︸
mk

= (u+ · · ·+ u)︸ ︷︷ ︸
m

(u+ · · ·+ u)︸ ︷︷ ︸
k

= mu.mk
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پس: است میدان ͷی F چون

(mu)(mk) = e⇒ mu = e یا ku = e.

داریم: r ∈ F هر ازای به آنگاه ku؛ = e کنیم فرض

kr = k(ur) = (ku)r = er = e,

است. اول عدد ͷی میدان مشخصه پس است. متناقض F میدان برای n عدد بودن مشخصه با این که

(F,+) زیرا .ma = e a؛ ∈ F هر برای آنگاه باشد، |F | = m با متناهͬ میدان ͷی F اگر
این قبلͬ، قضیه طبق و است مثبت مشخصه دارای F نتیجه، در است. m مرتبه با جمعͬ گروه ͷی

است. برقرار بعدی قضیه و است اول عدد ͷی مشخصه

است. t ∈ Z+ و اول عدد ͷی p آن در که است pt مرتبه از F متناهͬ میدان هر ۶ . ٧ قضیه

عدد هر برای همچنین ندارد. وجود ۶,۱۰,۱۲, . . . مرتبه از متناهͬ میدان ،۶ . ٧ قضیه به توجه با
یͺسان مرتبه با متناهͬ میدان دو هر و دارد وجود qt مرتبه از میدان ͷی فقط t ∈ Z+ هر و q اول
گویند. گالوا٢ میدان را آن و داده نشان GF (qt) نماد با را qt مرتبه از میدانͬ هر هستند. یͺریخت

٧ . ١ تمرین

۱۰ پیمانه با ضرب و جمع عمل های با {۰,۲,۴,۶,۸} صحیح اعداد مجموعه دهید نشان . ١
است. متناهͬ میدان ͷی

عمل های تحت و G ⊆ F هرگاه گویند F از زیرمیدانͬ را G است. میدان ͷی F کنید فرض . ٢
دارند. یͺسانͬ مشخصه های F و G دهید نشان است. میدان ͷی G ،F در شده تعریف

بسازید. عضو ٨ با میدان ͷی . ٣

دارد. وجود GF (۳) میدان روی ٣ درجه از تحویل ناپذیر تکین جمله ٨ دقیقا دهید نشان . ۴

با متناهͬ میدان ͷی ،Z۳ میدان روی x۳ + ۲x + ۱ تحویل ناپذیر چندجمله ای از استفاده با . ۵
بسازید. عضو ٢٧

را GF (۱۶) میدان ،Z۲ میدان روی x۴ + x+ ۱ تحویل ناپذیر چندجمله ای گرفتن نظر در با . ۶
بسازید.

را GF (۸) میدان ،Z۲ میدان روی x۳ + x + ۱ تحویل ناپذیر چندجمله ای گرفتن نظر در با . ٧
بسازید.

تحویل ‐ متناظر میدان های در ٧ و ۶ ،۵ تمرینات در شده داده چندجمله ای های دهید نشان . ٨
هستند. ناپذیر

Évariste Galois (1811-1832)٢
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هادامار ماتریس های ٧ . ٢

نظریه جبری، کدگذاری نظریه در ماتریس ها این ͬ شویم. م آشنا هادامار ماتریس  های با بخش این در
یا ولتاژ مواد، وزن تعیین مانند گوناگونͬ مسایل در همچنین هستند. اهمیت حائز ͷفیزی و اطلاعات

دارند. کاربرد طیف ها فرکانس و مدارها در مقاومت

طوری به ۱−است و ١ عناصر با n×n ماتریس ͷی n مرتبه از Hn هادامار ماتریس : ۵ تعریف
که

HT
n Hn = HnH

T
n = nI.

Hn ماتریس از متمایز ستون) دو (هر سطر دو هر اسͺالر حاصل ضرب که است این تعریف این مفهوم
عمودند). هم (بر است صفر

هستند: زیر صورت به ٨ و ۴ ،٢ ،١ مرتبه های از هادامار ماتریس های ٧ . ١٠ مثال

H۱ = [۱] H۲ =

[
۱ ۱
۱ −۱

]
H۴ =


۱ ۱ ۱ ۱
۱ −۱ ۱ −۱
۱ ۱ −۱ −۱
۱ −۱ −۱ ۱



H۸ =



۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱
۱ −۱ ۱ −۱ ۱ −۱ ۱ −۱
۱ ۱ −۱ −۱ ۱ ۱ −۱ −۱
۱ −۱ −۱ ۱ ۱ −۱ −۱ ۱
۱ ۱ ۱ ۱ −۱ −۱ −۱ −۱
۱ −۱ ۱ −۱ −۱ ۱ −۱ ۱
۱ ۱ −۱ −۱ −۱ −۱ ۱ ۱
۱ −۱ −۱ ۱ −۱ ۱ ۱ −۱


شد ارائه هادامار توسط بار اولین برای ماتریسͬ چنین دترمینان مقدار که است این نام گذاری، این دلیل

از: است عبارت که
detHn = n

n
۲ .

نیز Hn خاصیت این پس ͬ دهد، م تغییر را ستون ها و سطرها علامت تنها −Hn به Hn تبدیل چون
چنین در هستند. ١ شامل تنها ماتریس این اول ستون و اول سطر که کرد فرض ͬ توان م ͬ کند. نم تغییر

ͬ گویند. م شده نرمال را Hn هادامار ماتریس حالتͬ،

،١ برابر n آنگاه باشد، داشته وجود n مرتبه از هادامار ماتریس ͷی اگر (١٨٩٣ (هادامار: ٧ . ٧ قضیه
است. ۴ از مضربی یا و ٢

کنید). نگاه را ٧ . ١٠ (مثال هستند موجود هادامار ماتریس های ، n = ۲ و n = ۱ برای برهان:
هستند: زیر شͺل به Hn اول سطر سه کنید فرض نیز و n ≥ ۳ کنید فرض

۱ ۱ . . . ۱ ۱ ۱ . . . ۱ ۱ ۱ . . . ۱ ۱ ۱ . . . ۱
−۱ −۱ . . . −۱ −۱ −۱ . . . −۱ ۱ ۱ . . . ۱ ۱ ۱ . . . ۱
−۱ −۱ . . . −۱ ۱ ۱ . . . ۱ −۱ −۱ . . . −۱ ۱ ۱ . . . ۱︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

مرتبه i مرتبه j مرتبه k مرتبه l
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داریم هستند؛ متفاوت Hn سطرهای چون

i+ j − k − l = ۰
i− j + k − l = ۰
i− j − k + l = ۰,

ͬ شود م ثابت حͺم و n = ۴k پس ͬ دهد. م نتیجه را i = j = k = l جواب که

ͬ کنیم. م بیان را دیͽری برهان ادامه در
صورت این در هستند. Hn هادامار ماتریس در متفاوت سطر سه z و y ، x کنیم فرض برهان:

(x+ y)(x+ z) = |x|۲ + x.z + y.x+ y.z = |x|۲.

و بوده ۴ مضرب (x + y)(x + z) پس است. ٢ از مضربی x + y کنیم، جمع هم با را y و x اگر
بنابراین

(x+ y)(x+ z) = |x|۴ = ۴k.

.n = ۴k پس است. Hn ماتریس مرتبه |x|۲ ولͬ

برای «آیا که این جمله از دارند. وجود هادامار ماتریس های مورد در نشده ای حل سوال های هنوز
است؟» موجود ۴n مرتبه از هادامار ماتریس ،n طبیعͬ عدد هر

n مرتبه از هادامار ماتریس ͷی Hn اگر کرد. تولید ذیل روش به ͬ توان م را هادامار ماتریس های
آنگاه باشد،

H۲n =

[
Hn Hn

Hn −Hn

]
,

(چرا؟). است ۲n مرتبه از هادامار ماتریس ͷی
کار، این برای است. متناهͬ میدان های از استفاده هادامار، ماتریس های تولید برای دیͽر روش

ͬ کنیم. م تعریف را متناهͬ میدان ͷی در مربع عضو

میدان این در x۲ = q معادله هرگاه گویند مربع را میدان ͷی از q غیرصفر عضو : ۶ تعریف
باشد. داشته جواب

هستند. کامل مربع ۴ و ٢ ،١ عضوهای ،Z۷ متناهͬ میدان در ٧ . ١١ مثال

تعریف زیر صورت به را χ تابع است. q مرتبه از متناهͬ میدان ͷی F کنید فرض ۶ تعریف به توجه با
کنیم: مͬ

χ(a) =


۱ باشد کامل مربع a اگر
−۱ نباشد کامل مربع a اگر
۰ صورت این غیر در

تولید برای ͬ تری کل روش قضیه این ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون را بعدی قضیه . a ∈ F آن در که
ͬ کند. م ارائه هادامار ماتریس
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و اول عدد ͷی p متناهͬ، میدان ͷی F = {a۱, a۲, . . . , aq−۱} اگر اثبات) (بدون ٧ . ٨ قضیه
هادامار ماتریس ͷی زیر، صورت به (q + ۱)× (q + ۱) ماتریس آنگاه باشد، q = pn = ۴t− ۱

است.
۱ ۱ ۱ . . . ۱ ۱
۱ −۱ χ(a۱) . . . χ(aq−۲) χ(aq−۱)
۱ χ(aq−۱) −۱ . . . χ(aq−۳) χ(aq−۲)
...

...
...

...
...

۱ χ(a۱) χ(a۲) . . . χ(aq−۱) −۱


سطر دو هر داخلͬ ضرب حاصل دهیم نشان که است صورت این به قضیه این اثبات در کار اصول

است. صفر ماتریس این متمایز
هر ازای به را ۲k مرتبه از هادامار ماتریس های ͬ توان م ،٧ . ٨ قضیه کارگیری به و H۱ از شروع با
٢۶٨ است نشده ساخته آن برای هادامار ماتریس که مرتبه ای کوچͷ ترین تاکنون ساخت. k ≥ ۰

است.
ͬ کنیم. م مطرح را ماده ۴ توزین مساله کاربرد، عنوان به

کنید فرض بͽیرید. نظر در دوکفه ای ترازوی ͷی با را شیمیایی ماده چهار توزین مساله ٧ . ١٢ مثال
واریانس و صفر میانگین با تصادفͬ متغیر ͷی ε دارد. وجود ε برابر خطایی توزین، هر برای بدانیم
بعد که است وزنͬ yi و دهد نشان را i ماده واقعͬ وزن xi کنید فرض است. مواد وزن از مستقل ،σ۲

پس: است). نامعلوم εiها (مقدار است متناظر خطای εi و ͬ آید م دست به ترازو با توزین از

xi = yi + εi i = ۱,۲,۳,۴.

از: است عبارت xi مجهول وزن برآورد

x̂i = yi = xi − εi i = ۱,۲,۳,۴,

کرد: مطرح را زیر توزین روش ͬ توان م معادل طور به است. σ۲ آنها همه واریانس که

z۱ = x۱ + x۲ + x۳ + x۴ + e۱

z۲ = x۱ − x۲ + x۳ − x۴ + e۲

z۳ = x۱ + x۲ − x۳ − x۴ + e۳

z۴ = x۱ − x۲ − x۳ + x۴ + e۴,

این اول معادله مفهوم هستند. خطاها میزان ها ei و مواد واقعͬ وزن دهنده نشان ها xi آنها، در که
و z۱ اندازه این (مقدار ͬ گیریم م اندازه را آنها وزن و داده قرار ترازو کفه ͷی در را مواد تمامͬ که است
١ شماره مواد که است این دوم معادله مفهوم ترتیب، همین به است). e۱ اندازه گیری این خطای مقدار
استفاده z۲ وزنه از تعادل ایجاد برای و داده قرار ترازو دیͽر کفه در را ۴ و ٢ مواد و کفه ͷی در را ٣ و

دارد. وجود دیͽر معادله دو برای مشابهͬ تعبیر است. e۲ نیز گیری اندازه این خطای کنیم.
این حل از بعد که است H۴ هادامار ماتریس همان معادلات، دستگاه این در ضرایب ماتریس
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است: زیر صورت به مواد وزن برآورد معادلات، دستگاه

x̂۱ =
۱
۴ (z۱ + z۲ + z۳ + z۴)

x̂۲ =
۱
۴ (z۱ − z۲ + z۳ − z۴)

x̂۳ =
۱
۴ (z۱ + z۲ − z۳ − z۴)

x̂۴ =
۱
۴ (z۱ − z۲ − z۳ + z۴),

نتیجه: در و
x̂i = xi +

۱
۴ (e۱ + e۲ + e۳ + e۴).

از: است عبارت خطاها این واریانس

ε۱ = (x̂۱ − x۱)
۲ =

σ۲

۴ = ε۲ = ε۳ = ε۴. (٧ . ١)

اندازه گیری کیفیت از مستقل آزمایش، iامین در ei خطاهای که است استوار فرض این بر رابطه این
که است این بر فرض همچنین باشد. ملموس ترازو جرم با مقایسه در مواد وزن باید یعنͬ است.

است. صفر نیز eiejها میانگین و بوده σ آنها معیار انحراف و صفر ها ei میانگین
در را شیمیایی ترازوی با مواد توزین روش بهترین هادامار ماتریس های که کرد ثابت هاتلینگ٣
اگر که ͬ کنند م ایجاد را توزینͬ روش (٧ . ١٢ مثال (مطابق ماتریس ها این یعنͬ .[١٧] ͬ گذارند م اختیار
با متغیر هر برای واریانس آنگاه شود، استفاده n مرتبه از هادامار ماتریس ͷی از و بوده موجود ماده n

کنید). نگاه را ٧ . ١ (معادله ͬ یابد م کاهش n مضرب

کرد. ارائه را کاربردی چنین سلونه۴ است. طیف سنجͬ در هادامار ماتریس های از دیͽری کاربرد
S‐ماتریس و شده ساخته هادامار ماتریس های روی از ͬ شوند م استفاده کار این برای که ماتریس هایی
n که آن جای به کنیم. انداره گیری نوری پرتو طیف ͷی ͬ خواهیم م اینجا در .[٣٣] شده اند نام گذاری
ͷتفکی مختلف موج های طول با مولفه n به باید نوری پرتو ͷی شوند، توزین مختلف شیمیایی ماده
ͬ گیرد. م انجام دارد خروجͬ چند که طیف سنج ͷی با کار این شود. مشخص مولفه هر شدت و شده
n مرتبه از Hn شده نرمال هادامار ماتریس ͷی با ͬ شود، م استفاده کاری چنین برای که S‐ماتریسͬ
عناصر با (n − ۱) × (n − ۱) ماتریس ͷی ،Sn−۱ یا n − ۱ مرتبه از S‐ماتریس ͬ شود. م آغاز
ها −۱ و صفر به یͷ ها تبدیل و Hn ماتریس از اول ستون و اول سطر حذف با که است ͷی و صفر

ͬ آید. م دست به ͷی به
هستند: زیر صورت به S۷ و S۳ ، S۱ ماتریس های ٧ . ١٣ مثال

S۱ = [۱]

S۳ =

 ۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۱
۱ ۱ ۰

 S۷ =



۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱


Harold Hotelling (1895 –1973)٣

Neil J. A. Sloane۴



آنها کاربرد و متناهͬ میدان  های ٢۵۴

ͬ کند: م صدق زیر روابط در Sn صورت این در است. n مرتبه از S‐ماتریس ͷی Sn کنید فرض ١ لم

SnS
T
n = ۱

۴ (n+ ۱)(In + Jn) . ١

SnJn = JnSn = ۱
۲ (n+ ۱)Jn . ٢

S−۱
n =

۲
n+ ۱ (۲ST

n − Jn) . ٣

است. ١ آن مولفه های تمامͬ که است n× n ماتریس ͷی Jn آن در که

ͷی به را آن تا ١ و صفر مولفه های با n × n دلخواه ماتریس هر برای ٢ و ١ خاصیت های برقراری
انتقال از سطر هر آنها در که هستند ماتریس هایی دوری، S‐ماتریس های ͬ کند. م تبدیل ماتریس ‐ S
‐S ͷی بعدی ماتریس مثال عنوان به ͬ شود. م حاصل قبلͬ سطر مولفه های راست یا چپ به دوری

است: دوری ماتریس

۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱


مراجعه ͬ تر تخصص کتاب های به ͬ توان م مورد این در و دارند کاربرد ثبات ها در دوری S‐ماتریس های

کرد.

ماتریس ها کرونکر ضرب

کرونکر حاصل ضرب باشند، m و n مرتبه از ترتیب به مربع ماتریس دو B = (bij) و A = (aij) اگر
ایجاد زیر صورت به که است mn ×mn ماتریس ͬ شود، م داده نمایش A ⊗ B نماد با که B و A

ͬ شود: م

A⊗B =


a۱۱B a۱۲B . . . a۱mB
a۲۱B a۲۲B . . . a۲mB

...
...

. . .
...

am۱B am۲B . . . ammB


داریم A = B = H۲ =

[
۱ ۱
۱ −۱

]
فرض با مثال عنوان به

H۲ ⊗H۲ =


۱ ۱ ۱ ۱
۱ −۱ ۱ −۱
۱ ۱ −۱ −۱
۱ −۱ −۱ ۱

 .

ͷی A ⊗ B آنگاه باشند، n و m مرتبه ای از ترتیب به هادامار ماتریس دو B و A اگر ٧ . ٩ قضیه
است. mn مرتبه از هادامار ماتریس



٢۵۵ بلوکͬ طرح های

۱−هستند و +۱ آن اعضای که است ماتریسͬ C که است بدیهͬ .C = A⊗B دهید قرار برهان:
داریم: و

CCT =


a۱۱B a۱۲B . . . a۱mB
a۲۱B a۲۲B . . . a۲mB

...
...

. . .
...

am۱B am۲B . . . ammB




a۱۱B a۱۲B . . . am۱B
a۱۲B a۲۲B . . . am۲B

...
...

. . .
...

a۱mB am۲B . . . ammB


با است برابر CCT ماتریس در (i, j) عضو

(CCT )ij = (ai۱B, . . . aimB)(aj۱B
T , . . . , ajmBT )

= ai۱aj۱BBT + · · ·+ aimajmBBT

=

{
۰ i ̸= j
mnIn i = j

صورت این در

CCT =

 mnIn . . . ۰
...

. . .
...

۰ · · · mnIn


ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به

٧ . ٢ تمرین

دهید نشان هستند. دودویی تایی m ،n = ۲m دهنده نشان a۱, a۲, . . . , an کنید فرض . ١
.hij = (−۱)ai−aj آن در که است n مرتبه از هادامار ماتریس ͷی H = (hij) ماتریس

بسازید. ٧ . ٨ قضیه از استفاده با را n = ۸ مرتبه از هادامار ماتریس . ٢

بسازید. شد، انجام ٧ . ١٢ مثال در آنچه با مطابق را شیمیایی ماده ٨ برای توزین طرح . ٣

بسازید. است آمده درس در که آن بر علاوه دیͽر S‐ماتریس دو . ۴

کنید. ثابت را ١ لم . ۵

. detHn = n
n
۲ آنگاه باشد n مرتبه از هادامار ماتریس ͷی Hn اگر دهید نشان . ۶

بسازید. را ١٢ مرتبه از هادامار ماتریس . ٧

بلوکͬ طرح های ٧ . ٣

بلیط سه روز هر روز، هفت مدت به موزه ای بازدید برای a،b،c،d،e اسامͬ به خانواده ای کنید فرض
کنند؟ بازدید موزه از مساوی دفعات به خانواده افراد که کرد تنظیم برنامه ای ͬ توان م آیا دارد. اختیار در
شرایط یا و باشد زیاد خانواده اعضای تعداد اگر ولͬ کرد. تنظیم را برنامه هایی تجسس با ͬ توان م
در بلیط چهار روزانه خانواده این اگر مثلا نیست. ممͺن آسانͬ به برنامه ارائه شود، مطرح بیشتری
بلوکͬ طرح های به را ما مثال هایی، چنین است. غیرممͺن مناسب برنامه ارائه باشند، داشته اختیار

ͬ کنند. م هدایت



آنها کاربرد و متناهͬ میدان  های ٢۵۶

(P,B) زوج ،(v, b, r, k, λ) پارامترهای با BIBD ۵ متوازن ناقص بلوکͬ طرح ͷی : ٧ تعریف
ͬ کند: م صدق زیر شرایط در که است

است. عضو v با مجموعه ای P . ١

است. عضو b با P(P ) از زیرمجموعه ای B = {B۱, B۲, . . . , Bb} . ٢

. k < v که دارد عضو k دقیقا Bi هر . ٣

قراردارد. B از عضو λ در دقیقا p ̸= q و p, q ∈ P با {p, q}نامرتب زوج هر . ۴

‐(v, b, r, k, λ) ͷی را BIBD چنین است. واقع B از مجموعه r در دقیقا a ∈ P هر . ۵
زوج، هر که است این دهنده نشان متوازن کلمه گویند. طرح یا ͬͺتاکتی پیͺربندی یا پیͺربندی
اعضای تعداد که است معنͬ این به ناقص کلمه و دارد قرار بلوک ها از یͺسانͬ تعداد در دقیقاً

.v = b هرگاه گویند متقارن را BIBD ͷی است. P اعضای تعداد از کمتر بلوک هر

ͬ گویند. م BIBD بلوک های را B۱, B۲, . . . , Bb مجموعه های

کنید: فرض ١۴ . ٧ مثال

P = {۱,۲,۳,۴,۵,۶,۷}
B = {{۱,۲,۳} , {۳,۴,۵} , {۵,۶,۱} , {۲,۴,۶} , {۱,۴,۷} , {۳,۶,۷} , {۲,۵,۷}} .

(راس ها) P اعضای تعداد است. (۷,۷,۳,۳,۱)‐پیͺربندی ͷی مثال این در شده تعریف (P,B)
سه بلوک هر همچنین است). متقارن طرح این (پس است هفت دو هر (بلوک ها) B اعضای تعداد و
هستند. مشترک راس ͷی در دقیقاً بلوک دو هر و است واقع بلوک سه در دقیقاً عضو هر و دارد عضو

کنید). نگاه را بعدی (شͺل فانو۶گویند هندسه را طرح این

•

•

• •

•

•

•
۷

۱

۴ ۵

۲

۳

۶qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq MMM
MMM

MMM
MMM

MMM
MMM

MMM
MMM

M














































11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
1

و دارد وجود ماتریسͬ نمایش نیز طرح هر برای شد؛ بیان گراف نظریه در چهارم فصل در آنچه همانند
نشان ستون هر و بلوک شماره دهنده نشان سطر هر نمایش، این در است. تعریف قابل وقوع ماتریس

Balanced Incomplete Block Design۵

Fano’s geometry۶



٢۵٧ بلوکͬ طرح های

غیر در باشد. واقع مربوطه بلوک در متناظر راس هرگاه است ١ متناظر مولفه و بوده راس شماره دهنده
است. صفر متناظر مولفه صورت، این

ͬ کنیم. م ارائه را بلوکͬ طرح های خواص از بخشͬ بعدی قضیه های در

برقرار زیر روابط آنگاه است. ,v)‐طرح b, r, k, λ) ͷی وقوع ماتریس A کنید فرض ٧ . ١٠ قضیه
هستند:

AAT = (r − λ)Iv + λJv×v

det(AAT ) = [r + (v − ۱)λ](r − λ)v−۱

AJb×b = rJv×b

Jv×vA = kJv×b

است. n× n واحد ماتریس In و ١ مولفه های تمامͬ با m× n ماتریس ͷی Jm×n آن در که

هستند. لازم (v, b, r, k, λ) پارامترهای با BIBD ͷی وجود برای زیر شرط های ٧ . ١١ قضیه

bk = rv

r(k − ۱) = λ(v − ۱)
b ≥ v

پارامترهای با {۱,۲, . . . ,۹} مجموعه از زیر طرح ١۵ . ٧ مثال

v = ۹, b = ۱۲, , r = ۴, , k = ۳, , λ = ۱,

شوند: مͬ تعریف زیر صورت به B بلوک های مجموعه که است

B = {{۱,۲,۳} , {۴,۵,۶} , {۷,۸,۹} , {۱,۴,۷} , {۲,۵,۹} , {۳,۶,۸} ,
{۱,۵,۸} , {۲,۶,۷} , {۳,۴,۹} , {۱,۶,۹} , {۲,۴,۸} , {۳,۵,۷}}.

است: v = b = ۱۱ و r = k = ۵ ،λ = ۲ پارامترهای با زیر طرح ١۶ . ٧ مثال

P = {۱,۲,۳, . . . ,۱۱} ,

B = {{۱,۳,۴,۵,۹} , {۲,۴,۵,۶,۱۰} , {۳,۵,۶,۷,۱۱} {۴,۶,۷,۸,۱} ,
{۵,۷,۸,۹,۲} , {۶,۸,۹,۱۰,۳} , {۷,۹,۱۰,۱۱,۴} , {۸,۱۰,۱۱,۱,۵} ,
{۹,۱۱,۲,۶,۱} , {۱۰,۱,۲,۳,۷} , {۱۱,۲,۳,۴,۸}}.

برای مناسبی الͽوریتم آورد. وجود به هادامار ماتریس های از استفاده با ͬ توان م را بلوکͬ طرح های
ͬ شوند. م تولید متقارن طرح های الͽوریتم این با دارد. وجود کار این

ترتیب به را بعدی گام های و بͽیرید نظر در را n = ۴t مرتبه از هادامار ماتریس های ٧ . ٢ الͽوریتم
کنید: اجرا

کنید. حذف را هادامار ماتریس اول ستون و سطر اول گام



آنها کاربرد و متناهͬ میدان  های ٢۵٨

کنید. تبدیل صفر به را −۱ مولفه های تمامͬ باقیمانده ماتریس در دوم گام

کنید. شماره گذاری n− ۱ تا ١ از را آمده دست به ماتریس سطرهای سوم گام

کنید. شماره گذاری Bn−۱ تا B۱ از را آمده دست به ماتریس ستون های چهارم گام

بسازید: زیر صورت به را B بلوک های مجموعه از Bj عضو پنجم گام

i ∈ Bj ⇔ Aij = ۱,

است. اول گام در باقیمانده ماتریس A = (aij) آن در که

ͬ کنیم. م اجرا ساده ای مثال روی را الͽوریتم این

این چهارم تا اول گام های انجام از بعد بͽیرید. نظر در را ٨ مرتبه از هادامار ماتریس ٧ . ١٧ مثال
ͬ آید. م وجود به زیر صورت به A ماتریس الͽوریتم،

B۱ B۲ B۳ B۴ B۵ B۶ B۷

A =



۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱
۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰



۱
۲
۳
۴
۵
۶
۷

از: عبارتند طرح این بلوک های الͽوریتم، پنجم گام به توجه با بنابراین

B = {{۳,۵,۶} , {۲,۴,۶} , {۱,۴,۵} , {۳,۴,۷} , {۱,۲,۳} , {۲,۵,۷} , {۱,۶,۷}} .

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به طرح مͺمل طرح، هر برای

مولفه های همه و صفر به را ١ مولفه های همه ، ͬ بلوک طرح ͷی وقوع ماتریس در اگر : ٨ تعریف
دیͽر بلوکͬ طرح ͷی برای وقوع ماتریس ͷی که ͬ آید م وجود به ماتریسͬ کنیم؛ تبدیل ͷی به را صفر

داد: نشان ͬ توان م گویند. اول بلوکͬ طرح مͺمل را بلوکͬ طرح این است.

b′ = b, v′ = v, k′ = v − k, λ′ = b− ۲r + λ, r′ = b− r.

ͬ شود. م واگذار تمرین عنوان به فوق، پارامترهای با طرح ͷی مͺمل بودن طرح تحقیق

،٨ تعریف به توجه با بͽیرید. نظر در را قبلͬ مثال در شده ارائه طرح برای وقوع ماتریس ٧ . ١٨ مثال
است: زیر صورت به طرح مͺمل وقوع ماتریس ،A′

A′ =



۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱


.



٢۵٩ بلوکͬ طرح های

ͬ دهیم. م ارائه را آزمایش ها طراحͬ در بلوکͬ طرح های از کاربردی بخش، این ادامه در

خاصͬ محصول روی را آنها تاثیر ͬ خواهیم م و داریم مختلف کود نوع ١٣ کنید فرض ٧ . ١٩ مثال
در که طوری به برده ایم کشت زیر محصول این برای مختلف زمین قطعه ١٣ منظور این برای بدانیم.
زمین قطعه چهار در کود نوع هر و کرده آزمایش را مختلف کود نوع چهار از ترکیبی زمین، از قطعه هر
انجام برای شوند. استفاده هم کنار در بار ͷی فقط دلخواه، کود نوع دو هر و شود استفاده مختلف
انواع و ͬ گیریم م نظر در طرح ͷی راس های عنوان به و کرده شماره گذاری ١٣ تا ١ از را کودها کار، این
ͷی از و ͬ کنیم م فرض طرح بلوک های عنوان به ͬ شوند، م استفاده زمین از قطعه ͷی در که را کودهایی

شده اند. خلاصه بعدی جدول در راس ها و بلوک ها ͬ کنیم. م استفاده (۱۳,۱۳,۴,۴,۱)‐طرح

کود نوع زمین قطعه
١٠ ۴ ٢ ١ ١
١١ ۵ ٣ ٢ ٢
١٢ ۶ ۴ ٣ ٣
١٣ ٧ ۵ ۴ ۴
١ ٨ ۶ ۵ ۵
٢ ٩ ٧ ۶ ۶
٣ ١٠ ٨ ٧ ٧
۴ ١١ ٩ ٨ ٨
۵ ١٢ ١٠ ٩ ٩
۶ ١٣ ١١ ١٠ ١٠
٧ ١ ١٢ ١١ ١١
٨ ٢ ١٣ ١٢ ١٢
٩ ٣ ١ ١٣ ١٣

است: زیر شرح به اطلاعات آخرین مختلف، های λ با طرح ها تعداد مورد در

(بخش است متناهͬ تصویری صفحه همان بلوکͬ طرح آنگاه باشد، متقارن طرح و λ = ۱ اگر . ١
وجود دیͽری، ی λ هیچ برای دارد. وجود طرح این از نامتناهͬ کلاس ͷی کنید). نگاه را بعدی

نیست. معلوم بلوکͬ طرح های از نامتناهͬ تعداد

متقارن طرح های ،λ = ۲ برای . ٢

(۷,۷,۴,۴,۲), (۱۱,۱۱,۵,۵,۲), (۱۶,۱۶,۶,۶,۲), (۳۷,۳۷,۹,۹,۲)
با دیͽر شده شناخته متقارن طرح تنها شده اند. ارائه یتس٨ و فیشر٧ توسط ١٩٣٨ سال در

شد. ارائه آرچباچر٩ توسط ١٩٧٠ سال در (۷۹,۷۹,۱۳,۱۳,۲)‐طرح یعنͬ ،λ = ۲

١٩٣٨ سال در (۱۵,۱۵,۷,۷,۳) و (۱۱,۱۱,۶,۶,۳) متقارن طرح های ،λ = ۳ برای . ٣
در (۳۱,۳۱,۱۰,۱۰,۳) و (۲۵,۲۵,۹,۹,۳) طرح های شدند. ارائه یتس و فیشر توسط
مستقل طور به (۴۵,۴۵,۱۲,۱۲,۳) طرح و بهاتاچاریا١٠ توسط ١٩۴۶ و ١٩۴۴ سال های

شد. ارائه تاکوچ١٢ͬ توسط ١٩۶٣ سال در و شیرخنده١١ توسط ١٩۶٢ سال در
Fisher٧

Yates٨

Archbacher٩

Bhattacharya١٠

Shirkhande١١

Takochi١٢



آنها کاربرد و متناهͬ میدان  های ٢۶٠

است. نشده داده آنها برای پاسخͬ هنوز که دارند وجود بلوکͬ طرح های مورد در زیادی سوال های
جمله: از

دارد؟ وجود بلوکͬ طرح ͷی شده داده (v, k, λ) هر برای آیا . ١

داد قرار چنان است، شده ارائه ٧ . ١٩ مثال در آنچه مانند جدول ͷی در ͬ توان م را طرحͬ هر آیا . ٢
باشند. P عضو v از جایͽشت ͷی ستون های که

٧ . ٣ تمرین

کنید. ثابت را ٧ . ١٠ قضیه . ١

کنید. ثابت را ٧ . ١١ قضیه . ٢

کنید ثابت است کافͬ (راهنمایی: است. طرح ͷی نیز خود طرح، هر مͺمل دهید نشان . ٣
ͬ کنند.) م صدق ٧ . ١١ قضیه شرایط در آن پارامترهای

در واقع عناصر تمامͬ و کرده حذف را بلوک ͷی متقارن، بلوکͬ طرح ͷی در اگر دهید نشان . ۴
را بلوکͬ طرح این است. بلوکͬ طرح ͷی حاصل کنیم، حذف بلوک ها سایر از نیز را بلوک آن

ͬ نامند. م باقیمانده بلوکͬ طرح

مشخص را آن پارامترهای و نوشته H۱۶ روی از را متقارنͬ طرح ،٧ . ٢ الͽوریتم از استفاده با . ۵
کنید.

مشخص را آن پارامترهای و نوشته را قبلͬ تمرین در آمده دست به بلوکͬ طرح برای مͺمل طرح . ۶
کنید.

بسازید. v = ۶ و k = ۳ ،λ = ۲ پارامترهای با بلوکͬ طرح ͷی . ٧

بسازید. (۸,۴,۳) پارامترهای با بلوکͬ طرح ͷی . ٨

را خود پاسخ آورد؟ دست به جدید بلوکͬ طرح ͷی و داد انجام را ۴ تمرین عکس ͬ توان م آیا . ٩
کنید. امتحان (۸,۸,۴,۴,۳) طرح روی

لاتین مربع ۴ . ٧

و سطر هیچ در هرگاه گویند لاتین مربع ͷی را {۱,۲, . . . , n} متمایز عدد n از n × n آرایه ͷی
باشد. نداشته وجود تکراری عدد ستون

است: زیر صورت به {۱,۲,۳,۴} مجموعه برای لاتین مربع دو ٧ . ٢٠ مثال
۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۱ ۴ ۳
۳ ۴ ۱ ۲
۴ ۳ ۲ ۱



۱ ۲ ۳ ۴
۳ ۴ ۱ ۲
۴ ۳ ۲ ۱
۲ ۱ ۴ ۳





٢۶١ لاتین مربع

میلادی ١٢ قرن در اسلامͬ علوم اعتلای دوران به حداقل و دارد طولانͬ تاریخچه ای لاتین مربع
برای و نوشته را مطالبی لاتین مربع درباره البونͬ ابوالعبای بسازند. «طلسم» ͬ خواستند م که ͬ گردد برم
١۶ قراردادن از عبارت تاریخͬ دیͽر مورد ساخت. «الʓه» کلمه حروف از را ۴× ۴ لاتین مربع نمونه
هر که طوری به دهیم قرار ۴ در ۴ آرایه ͷی در را آنها که است کارت سری ͷی در تصویردار کارت
مشابهͬ مساله ١٩٧٧ سال در بعدها شود. دیده بار ͷی فقط ستون و سطر هر در شͺل هر و تصویر
نشده حل بیستم قرن اوایل تا مساله این که گردید مطرح افسر» ٣۶ «مساله نام به اویلر لئونارد توسط
درستͬ به او که ͬ گردد برم ۶ × ۶ متعامد لاتین مربع دو وجود به مساله این برای جواب وجود بود.
نظریه توسیع در لاتین مربعات مجددا ١٩٣٠ سال در بود. برده پی مساله برای جواب وجود عدم به
مهمͬ نقش لاتین مربعات زمان همان در گردید. مطرح کایلͬ آرتور توسط «نیمͽروه» تعریف و گروه ها
توسط کاربردی نیز آماری آزمایشات طراحͬ در همچنین کردند. ایفا متناهͬ هندسه پایه ریزی در را

گردید. مطرح فیشر
را آنها دلیل همین به و کرد استفاده لاتین حروف از لاتین مربع های مطالعه در بار اولین برای اویلر
محبوب بازی کرد. استفاده لاتین و یونانͬ حروف از متمایز لاتین مربع دو برای و ͬ گویند م لاتین مربع
بودن لاتین مربع شرط بر علاوه دیͽری اضافͬ شرط است. لاتین مربع از خاصͬ حالت «سودوکو»١٣
ویرایش (در گیرد قرار ٩ تا ١ اعداد باید ،۳× ۳ مربع ٩ در که است این آن و دارد وجود بازی این در
است. دوکو»١۵ «کن یا ١۴ کن» «کن بازی دارد ارتباط لاتین مربعات با که دیͽری بازی آن). استاندارد

را لاتین مربع این دارد. وجود n مرتبه از لاتین مربع ͷی کم دست ،n هر برای که است واضح
کرد: تولید جدید سطر در جدید جایͽشت دادن قرار و سطر هر دوری انتقال با ͬ توان م

۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۳ ۴ ۱
۳ ۴ ۱ ۲
۴ ۱ ۲ ۳

 .

وجود تکرار (aij , bij) زوج های در هرگاه گویند متعامد دو به دو را (bij) و (aij) لاتین مربع دو
دو اگر زیرا هستند. متعامد ٧ . ٢٠ مثال در شده ارائه لاتین مربع های نمونه، عنوان به باشد. نداشته
مطرح اینجا در مهمͬ سوال ندارد. وجود تکراری آمده دست به زوج های در دهیم قرار هم روی را مربع

ͬ گردد. م

دارد؟» وجود متعامد دو به دو لاتین مربع چند شده داده n هر «برای

مشخص مقدار این برای کرانͬ بعدی قضیه است. نشده مشخص کامل طور به هنوز سوال این پاسخ
ͬ کند. م

دارد. وجود متعامد دو به دو لاتین مربع n−۱ حداکثر ،n مثبت و صحیح عدد هر برای ٧ . ١٢ قضیه

صورت به n مرتبه از متعامد دو به دو لاتین مربع های همه اول سطر کنید فرض برهان:

۱ ۲ ۳ · · · n

Sudoku١٣

KenKen١۴

Kendoku١۵
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a۲۱ عضو اگر حال نوشت. صورت این به را اول سطر ͬ توان م تبدیل ͷی با صورت، این غیر در است،
n − ۱ همان ،a۲۱ برای انتخاب امͺان حداکثر پس ؛ a۲۱ ̸= ۱ مربع ها همه در بͽیریم، نظر در را

است. موجود نوع این از لاتین مربع n− ۱ حداکثر بنابراین و است

موجود n مرتبه از متعامد دو به دو لاتین مربع n − ۱ هرگاه گویند کامل را n عدد : ٩ تعریف
باشد.

حالت برای زیر قضیه ولͬ هستند، کامل اعدادی چه که است نشده مشخص قطع طور به هنوز
به ترمس١٧ توسط ١٩٣٩ سال در و بس١۶ توسط ١٩٣٨ سال در خاصیت این است. برقرار خاصͬ

شد. شناخته مستقل طور

است. کامل n آنگاه باشد، صحیح عدد ͷی α و اول عدد ͷی p آن در که n = pα اگر ٧ . ١٣ قضیه

صورت به را میدان این اعضای دارد. وجود pα مرتبه از متناهͬ میدان جبر، از ای قضیه بر بنا برهان:
دهیم. مͬ نشان زیر

GF (pα) = {a۰ = ۰, a۱ = ۱, a۲ = ۲, . . . , apα−۱ = pα − ۱} .

ͬ سازیم: م زیر صورت به را لاتین مربع های حال

Ak = (a
(k)
ij ) i, j, k = ۰,۱,۲, . . . , n− ۱.

آنگاه باشند مساوی هم با ام i′ و ام i مولفه دو ام j ستون در اگر زیرا است. لاتین مربع ͷی A

akij = aki′j .

پس است، معکوس پذیر ak چون .akai = akai′ بنابراین و akai + aj = akai′ + aj نتیجه در
.i = i′ بنابراین و ai = ai′

داریم: آنگاه باشند مساوی هم با iام سطر از مولفه دو اگر ترتیب همین به

akai + aj = akai + aj′ ,

ͬ گیریم. م نتیجه را j = j′ برابری آن از که
زوج های اگر هستند. متعامد متمایز های k برای Ak لاتین مربع های که ͬ دهیم م نشان حال

(akij , a
k′

ij ), (akij , a
k′

i′j′),

داریم: باشند، مساوی

akai + aj = akai′ + aj′ ,

ak′ai + aj = ak′ai′ + aj′ ,

ͬ شود: م نتیجه
ai(ak − ak′) = ai′(ak − ak′).

Bose١۶

Teremese١٧



٢۶٣ لاتین مربع

j = j′ ͬ شود م ثابت ترتیب همین به .i = i′ یا و ai = ai′ پس است، معکوس پذیر ak−ak′ چون
است. کامل عدد ͷی n = pα نتیجه در هستند. متعامد Ak′ و Ak یعنͬ (چرا؟).

از تبدیلͬ با اگر است. n × n لاتین مربع ͷی A = (aij) کنید فرض کلͬ، حالت در
نیستند. متعامد الزاماً لاتین مربع دو این کنیم، تبدیل دیͽری لاتین مربع به را آن ،{۱,۲,۳, . . . , n}

دارند. وجود ۴ مرتبه از متعامد دو به دو لاتین مربع سه ،n = ۴ = ۲۲ برای ٧ . ٢١ مثال
۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۱ ۴ ۳
۳ ۴ ۱ ۲
۴ ۳ ۲ ۱




۱ ۲ ۳ ۴
۳ ۴ ۱ ۲
۴ ۳ ۲ ۱
۲ ۱ ۴ ۳




۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱
۲ ۱ ۴ ۳
۳ ۴ ۱ ۲


مانند n۲ × (k + ۲) آرایه ͷی وجود با است معادل متعامد به دو لاتین مربع k وجود ١۴ . ٧ قضیه

ͬ آورند. م وجود به را مرتب زوج n۲ تمامͬ هم، با A ستون دو هر که طوری ،A = (aij)

در را متعامد دو به دو لاتین مربع دو n = ۳ برای ͬ کنیم. م تحقیق مثال ͷی در را قضیه این درستͬ
بͽیرید: نظر ۱ ۲ ۳

۳ ۱ ۲
۲ ۳ ۱

  ۱ ۲ ۳
۲ ۳ ۱
۳ ۲ ۱


ͬ نویسیم. م (٧ . ٢) ماتریس مطابق را دوم و اول ستون ͬ سازیم. م زیر صورت به را ۹ × ۴ آرایه حال
از دلخواه ستون هر هستند. شده داده متعامد لاتین مربع سطرهای ترتیب به کدام هر بعدی ستون های
اول ستون دو مقایسه ͬ کنند. م مشخص را {۱,۲,۳} مجموعه روی مرتب زوج های تمامͬ آرایه، این
در چون کنید. مقایسه اول ستون با را سوم ستون است. آسان چهارم و سوم ستون های مقایسه و دوم و
مقایسه ندارد. وجود نیز تکراری زوج ستون دو این در پس ندارد، وجود تکرار لاتین مربع های سطرهای

ͬ گیرد. م انجام ترتیب همین به نیز ستون ها سایر

A =



۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۲ ۲
۱ ۳ ۳ ۳
۲ ۱ ۲ ۳
۲ ۲ ۳ ۱
۲ ۳ ۱ ۲
۳ ۱ ۳ ۲
۳ ۲ ۱ ۳
۳ ۳ ۲ ۱


(٧ . ٢)

دو کرد. مشخص آن روی از را متعامد لاتین مربع های ͬ توان م باشد، موجود آرایه ای چنین اگر حال
از لاتین مربع های آنگاه کنید. مرتب A آرایه مانند سطرها، جابجایی با را شده داده آرایه اول ستون

است. ترتیب همین به نیز کلͬ حالت در قضیه اثبات ͬ شوند. م مشخص A ستون های

موجود n′ مرتبه از متعامد لاتین مربع k و n مرتبه از متعامد دو به دو لاتین مربع k اگر ١۵ . ٧ قضیه
دارد. وجود nn′ مرتبه از لاتین مربع k حداقل آنگاه باشند،



آنها کاربرد و متناهͬ میدان  های ٢۶۴

{۱,۲,۳, . . . , n} از مولفه هایی An۲×(k+۲)با آرایه پس دارد، nوجود مرتبه از لاتین مربع k چون برهان:
با A′

n′۲×(k+۲) آرایه پس دارد، وجود n′ مرتبه از لاتین مربع k چون ترتیب همین به دارد. وجود
ͬ سازیم: م زیر صورت به را Ā جدید آرایه حال دارد. وجود {۱,۲,۳, . . . , n′} از مولفه هایی

صورت به A ماتریس ام i سطر کنید فرض

(ai۱, ai۲, . . . , ai(k+۲)),

صورت به A′ ام j سطر و
(a′j۱, a

′
j۲, . . . , a

′
j(k+۲)),

ͬ دهیم: م قرار زیر صورت به را Ā ماتریس ij‐ام سطر صورت این در هستند.

((ai۱, a
′
j۱), (ai۲, a

′
j۲), . . . , (ai(k+۲), a

′
j(k+۲))).

مولفه های با n۲n′۲ × (k + ۲) مرتبه از آرایه ای Ā که است بدیهͬ

{(۱,۱), (۱,۲), . . . , (n, n′)} ,

(چرا؟). است نظر مورد آرایه همان و بوده

این در .(pi ̸= pj) است اول اعداد به n تجزیه n = pα۱
۱ pα۲

۲ · · · p
αk

k کنید فرض ١۶ . ٧ قضیه
موجود n مرتبه از متعامد دو به دو لاتین مربع m = min {pαi

i − ۱|۱ ≤ i ≤ k} حداقل صورت
است.

ͬ شود. م نتیجه ١۵ . ٧ و ٧ . ١٣ قضیه های از برهان:

است. موجود n مرتبه از لاتین مربع دو حداقل آنگاه باشد، فرد n یا و n = ۴k اگر ١٧ نتیجه

کردند. ثابت را زیر نتیجه ریستر١٩ و بروک١٨ ،١٩۴٩ سال در

دو مجموع صورت به نتوان را n عدد و n = ۲یا۱ ( ،(پیمانه۴ n ≥ ۳ برای هرگاه ٧ . ١٧ قضیه
نیست. کامل n آنگاه ،(n ̸= a۲ + b۲) نوشت صحیح مجذور

ͬ شود. م ارائه لاتین مربع از کاربردهایی بخش، این ادامه در

به زمینͬ کنیم. آزمایش مختلف گیاه نوع n روی را مختلف کود n ͬ خواهیم م کنید فرض ٧ . ٢٢ مثال
آزمایش گیاهͬ هر با کود هر ستون هر و ردیف هر در ͬ خواهیم م ͬ گیریم. م نظر در n× n مربع شͺل

است. امͺان پذیر آزمایشͬ چنین باشد، موجود n مرتبه از متعامد لاتین مربع دو اگر شود.

است. موجود نخریسͬ ماشین نوع ۵ و ͬ کنند م کار را هفته از روز ۵ کارگر، ۵ کنید فرض ٧ . ٢٣ مثال
سوال این جواب کند؟ کار دیͽر روزهای از متمایز ماشین ͷی با روز هر در کارگر هر دارد امͺان آیا

شود: گرفته نظر در زیر صورت به متعامد لاتین مربع ͷی است کافͬ زیرا است. مثبت

Bruck١٨

Ryster١٩
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O۵ O۴ O۳ O۲ O۱
۴ ٣ ٢ ١ ۰ شنبه
٣ ٢ ١ ۰ ۴ یͺشنبه
٢ ١ ۰ ۴ ٣ دوشنبه
١ ۰ ۴ ٣ ٢ سه شنبه
۰ ۴ ٣ ٢ ١ چهارشنبه

حال ͬ کند. م کار Oi ماشین با خاصͬ روز در که است کارگری شماره مربع، داخل در شده نوشته اعداد
استفاده ماشینͬ نوع هر در را الیاف کارگران این بخواهیم و باشیم داشته نیز مختلف الیاف نوع ۵ اگر
۱,۲,۳,۴,۵ شماره های با را کارگران و دهیم نشان y۱, y۲, y۳, y۴, y۵ با را مختلف الیاف اگر کنند،
گرفت: نظر در مساله جواب عنوان به ͬ توان م را ۵ مرتبه از متعامد لاتین مربع دو آنگاه کنیم، شماره گذاری

O۵ O۴ O۳ O۲ O۱
۵y۳ ۳y۲ ۴y۵ ۲y۴ ۱y۱ شنبه
۲y۵ ۵y۴ ۱y۲ ۴y۱ ۳y۳ یͺشنبه
۱y۴ ۴y۳ ۵y۱ ۳y۵ ۲y۲ دوشنبه
۴y۲ ۲y۱ ۳y۴ ۱y۳ ۵y۱ سه شنبه
۳y۱ ۱y۵ ۲y۳ ۵y۲ ۴y۴ چهارشنبه

است. متناهͬ تصویری صفحه های در لاتین مربع های از دیͽری کاربرد

نام به دیͽری مجموعه و نقاط نام به مجموعه ای از است عبارت تصویری صفحه : ١٠ تعریف
خاصیت چهار که طوری به است» واقع خط روی «نقطه گوییم که وقوع یا برخورد رابطه ͷی و خطوط

باشند: برقرار زیر

ͬ کند. م عبور خط ͷی فقط و ͷی نقطه دو هر از . ١

دارند. برخورد نقطه ͷی در فقط و فقط خط دو هر . ٢

نیستند. واقع خط ͷی بر نقطه، چهار آن از نقطه سه هیچ که دارند وجود نقطه چهار . ٣

ͬ گذرند. نم نقطه ͷی از خط چهار آن از خط سه هیچ که دارند وجود خط چهار . ۴

متناهͬ تصویری، صفحه ͷی خطوط) مجموعه نتیجه در (و نقاط مجموعه اگر : ١١ تعریف
هر بر واقع نقاط تعداد متناهͬ، تصویری صفحه در اگر گویند. متناهͬ تصویری صفحه را آن باشد،

گویند. متناهͬ تصویری صفحه مرتبه را n باشد، n+ ۱ خط

است. ٢ مرتبه از نقطه ٧ با متناهͬ تصویری صفحه ͷی مثال٧ . ١۴ ٢۴ . ٧ مثال

n۲+n+۱ برابر خطوط) (تعداد نقاط تعداد ،n مرتبه از متناهͬ تصویری صفحه ͷی در ٧ . ١٨ قضیه
است.

غیر به خط، هر روی و ͬ کند م عبور خط n+۱ نقطه این از بͽیرید. نظر در را O دلخواه نقطه برهان:
اگر است. n(n+ ۱) ،O از غیر به نقاط؛ تعداد صورت این در دارد. وجود دیͽر نقطه n O؛ نقطه از

دارد. وجود نقطه n۲ + n+ ۱ کنیم، اضافه نیز را O نقطه
از متناهͬ تصویری صفحه ͷی مثبت، و صحیح عدد کدام برای که ͬ کند م مشخص بعدی قضیه

دارد. وجود n مرتبه

است. معادل n عدد بودن کامل با n مرتبه از متناهͬ تصویر صفحه وجود اثبات) (بدون ٧ . ١٩ قضیه
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وفقͬ مربع

صفحه نیز لاتین مربع روی از و آورد وجود به را لاتین مربع های ͬ توان م وفقͬ، مربع های از استفاده با
کرد. ایجاد را متناهͬ تصویری

هر در نوشته اعداد مجموع که را ۱,۲, . . . , n۲ مانند اعدادی از n× n مربع ͷی : ١٢ تعریف
ͬ گویند. م وفقͬ مربع هستند، برابر هم با فرعͬ قطر و اصلͬ قطر ستون، هر سطر،

است: زیر صورت به n = ۴k مرتبه از وفقͬ مربع ساختن برای ساده روش ͷی

کنید. تقسیم ۴× ۴ ابعاد با کوچͷ تر مربع های به را ۴k × ۴k مربع اول گام ٧ . ٣ الͽوریتم

بزنید). (علامت کنید رسم را قطرها ،ͷکوچ مربع هر در دوم گام

دهید. قرار مربع خانه های در مرحله، دو در زیر صورت به را (۴k)۲ تا ١ اعداد سوم گام

که اعدادی ولͬ دهید قرار ها خانه در را اعداد پایین، به بالا از و چپ به راست از اول مرحله
ننویسید. را دهید، قرار خورده علامت خانه های در باید

قراردهید. خورده علامت خانه های در را اعداد بالا، به پایین از و راست به چپ از دوم مرحله

است. وفقͬ مربع ͷی الͽوریتم، این از حاصل مربع که ͬ شود م ثابت ریاضͬ استقرای با

است. چنین ۸× ۸ وفقͬ مربع ، ٧ . ٣ الͽوریتم از استفاده با ٢۵ . ٧ مثال

برای را الͽوریتم این ͬ کنیم. م استفاده بعدی الͽوریتم از است، فرد n وقتͬ وفقͬ، مربع ساختن برای
ͬ کنیم. م اجرا ۲۴, . . . ,۲,۱,۰ اعداد

از و راست به چپ از قطری صورت به را اعداد زیر، شͺل مانند جدولͬ در اول گام ۴ . ٧ الͽوریتم
ͬ نویسیم. م بالا به پایین
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ستون یا سطر روی واحد n اندازه به باشد، نداشته قرار اصلͬ مربع داخل در که عددی هر دوم گام
است. n× n وفقͬ مربع ͷی ͬ آید م دست به آنچه کنید. منتقل مربع داخل به و داده حرکت

٢ ١۵ ٨ ٢١ ١۴
١٩ ٧ ٢٠ ١٣ ١
۶ ٢۴ ١٢ ۰ ١٨

٢٣ ١١ ۴ ١٧ ۵
١٠ ٣ ١۶ ٩ ٢٢

است. زیر صورت به ۳× ۳ وفقͬ مربع ٢۶ . ٧ مثال

١ ۶ ۵
٨ ۴ ۰
٣ ٢ ٧

کار، این برای ͬ کنیم. م تولید را ٣ مرتبه از متناهͬ تصویری صفحه وفقͬ، مربع از استفاده با اینک
رقم های ͷتفکی با سپس .(n مبنای در کلͬ حالت (در ͬ نویسیم م سه مبنای در را فوق وفقͬ مربع اعداد
هستند؟ متعامد روش، این به آمده دست به لاتین مربع دو این آیا ͬ آوریم. م دست به لاتین مربع دو آن،

(چرا؟):

۱۲ ۲۰ ۰۱
۰۰ ١١ ٢٢
٢١ ۰۲ ۱۰

۱ ۲ ۰
۰ ١ ٢
٢ ۰ ١

٢ ۰ ١
۰ ١ ٢
١ ٢ ۰
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ͬ نویسیم. م را متناظر آرابه ، ١۴ . ٧ قضیه از استفاده با سپس

A =



۰ ۰ ۰ ۰
۰ ١ ١ ١
۰ ٢ ٢ ٢
١ ۰ ٢ ١
١ ٢ ١ ۰
١ ١ ۰ ٢
٢ ١ ٢ ۰
٢ ۰ ١ ٢
٢ ٢ ۰ ١


.

ͬ شود: م ساخته زیر صورت به سه مرتبه از متناهͬ تصویری صفحه آرایه، این از استفاده با اینک

P۱ P۲ P۳ P۴

A =



۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۱ ۱
۰ ۲ ۲ ۲
۱ ۰ ۲ ۱
۱ ۲ ۱ ۰
۱ ۱ ۰ ۲
۲ ۱ ۲ ۰
۲ ۰ ۱ ۲
۲ ۲ ۰ ۱



Q۱
Q۲
Q۳
Q۴
Q۵
Q۶
Q۷
Q۸
Q۹

از: عبارتند متناهͬ تصویری صفحه این نقاط

{P۱, . . . , P۴, Q۱, . . . , Q۹} ,

بͽیرید: نظر در را L ایده ال خط ابتدا ͬ آوریم. م وجود به زیر صورت به را صفحه این خطوط و

L = {P۱, P۲, P۳, P۴} ,

قرار آرایه این در aij مولفه جای به j که است هایی Qj و Pi نقاط شامل که را Lij خط سپس و
مثال: عنوان به است. گرفته

L۱۱ = {P۱, Q۴, Q۵, Q۶}

خطوط سایر فوق، روال به توجه با دارد. قرار Q۶ و Q۵ ،Q۴ نقاط مقابل در ١ عدد اول، ستون در زیرا
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است: چنین تصویری صفحه این

L۱۰ = {P۱, Q۱, Q۲, Q۳}
L۱۲ = {P۱, Q۷, Q۸, Q۹}
L۲۰ = {P۲, Q۱, Q۴, Q۸}
L۲۱ = {P۲, Q۲, Q۶, Q۷}
L۲۲ = {P۲, Q۳, Q۵, Q۹}
L۳۰ = {P۳, Q۱, Q۶, Q۹}
L۳۱ = {P۳, Q۲, Q۵, Q۸}
L۳۲ = {P۳, Q۳, Q۴, Q۷}
L۴۰ = {P۴, Q۱, Q۵, Q۷}
L۴۱ = {P۴, Q۲, Q۴, Q۹}
L۴۲ = {P۴, Q۳, Q۶, Q۸}

است. ٣ مرتبه از متناهͬ تصویری صفحه ͷی حاصل، و
۴ . ٧ تمرین

.aij = i ،i هر برای هرگاه گویند خودتوان را A = (aij) لاتین مربع ͷی . ١

آن در که است خودتوان An = (aij) آنگاه باشد، فرد n اگر دهید نشان (آ)

aij = ۲i− j (nپیمانه).

مرتبه از خودتوان لاتین مربع ͷی An−۱ و ٢ از بزرگ تر زوج عدد ͷی n کنید فرض (ب)
را An−۱ از (۱,۲), (۲,۳), . . . , (n − ۱, n) مولفه های کنید فرض است. n − ۱

سطر و کنیم عوض n با

(n− ۲, n− ۱,۱, . . . , n− ۳, n)

ستون و
(n− ۱,۱,۲, . . . , n− ۲, n)

n مرتبه از خودتوان لاتین مربع ͷی حاصل مربع دهید نشان کنیم. اضافه An−۱ به را
است.

بسازید. ٧ مرتبه از متعامد لاتین مربع شش . ٢

ͷی کدام هر بالای چپ گوشه در که طوری هستند متعامد لاتین مربع دو B و A کنید فرض . ٣
متعامد نیز T و S کنید ثابت دارند. قرار T و S نام های به ۵ × ۵ مرتبه از لاتین زیرمربع

هستند.

بسازید. را ۱۶× ۱۶ و ۱۲× ۱۲ ،۴× ۴ وفقͬ مربع های . ۴

بسازید. را ۱۱× ۱۱ و ۹× ۹ ،۷× ۷ وفقͬ مربع های . ۵

بسازید. ۵ مرتبه از متناهͬ تصویری صفحه ͷی بخش، این روش از استفاده با . ۶
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مربع مرکز در که عددی شده اند، پر ٩ تا ١ اعداد از که ۳ × ۳ وفقͬ مربع ͷی در دهید نشان . ٧
است. ۵ همیشه ͬ گیرد، م قرار

ͬ کند. م عبور خط n+ ۱ نقطه هر از ،n مرتبه از متناهͬ تصویری صفحه ͷی در دهید نشان . ٨



٨ فصل

رمز نگاری و کدگذاری

پیام ها است لازم خطا، کاهش برای است. همراه خطا با اغلب که است موضوعͬ اطلاعات تبادل
اگر آن، بر علاوه و گرفته انجام ممͺن زمان کوتاه ترین در باید کدبرداری و کدگذاری شوند. کد گذاری
خطا این بتواند امͺان حد تا و آورده فراهم را خطا کشف امͺان باشد، همراه خطا با شده دریافت پیام
مبادله صورت امن ترین به را اطلاعاتͬ بخواهیم است ممͺن آن، مقابل نقطه در درست کند. اصلاح را
کرد، پیدا دسترسͬ اطلاعات این به عمدی یا و اتفاقͬ صورت به ثالثͬ شخص اگر که طوری کنیم،
امͺان پذیر معقول زمان در عملا کار این و باشد لازم زیادی زمان اصلͬ پیام درک و رمز کشف برای
ͬ شوید. م آشنا مختصر طور به مفهوم دو این با فصل این در گویند. رمزنگاری را کاری چنین نشود.
ͬ دهیم. م ارجاع [١٩] و [٣۴] مانند تخصصͬ کتاب های به را خواننده پیشرفته تر، مطالب درک برای

کد گذاری ٨ . ١

فرض کرد، تبدیل دودویی اطلاعات به ͬ توان م را گیرنده و فرستنده بین شده مبادله پیام این که به توجه با
ͬ کنیم. م بیان را مقدماتͬ تعریف چند ابتدا است. ١ها و ۰ها از متناهͬ دنباله ای پیام، ͬ کنیم م

تابع ͷی و E : Bm → Bn کدگذاری تابع ͷی از (m,n)‐کد، دودویی بلوک ͷی : ١ تعریف
m و است متناهͬ میدان ͷی B = {۰,۱} آن در که است شده تشͺیل D : Bn → Bm کدبرداری
برای ͬ شود. م نامیده کدواژه ͷی E؛ تابع مقادیر حوزه از عضو هر هستند. مثبت صحیح اعداد n و

است. مورس الفبای در خط مفهوم به ١ و نقطه مفهوم به صفر که کرد فرض ͬ توان م سادگͬ

صورت به و داده نشان d(a, b) با را b و a بین فاصله ،a, b ∈ Bn برای فاصله) (تابع : ٢ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر

d(a, b) =

n∑
i=۱

xi

آن در که

xi =

{
۰ ai = bi
۱ ai ̸= bi

۱ ≤ i ≤ n,

.b = (b۱, b۲, . . . , bn) و a = (a۱, a۲, . . . , an) و
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.d(a, b) = ۲ آنگاه b؛ = ۱۱۰۱۱۰۱۰ و a = ۱۰۰۱۱۰۱۱ اگر ٨ . ١ مثال

مولفه های تعداد که ͬ کنیم م تعریف کدواژه وزن را w(a) ، a ∈ Bn اگر وزن) (تابع : ٣ تعریف
ͬ دهد. م نشان را a غیرصفر

.w(b) = ۴ آنگاه b = ۱۱۰۱۰۰۱۰ اگر و w(a) = ۶ آنگاه a = ۱۱۰۱۱۰۱۱ اگر ٨ . ٢ مثال

.d(a, b) = w(a+ b) آنگاه، ،a, b ∈ Bn اگر ٢ لم

،۱ ≤ i ≤ n هر برای .b = (b۱, b۲, . . . , bn) و a = (a۱, a۲, . . . , an) کنید فرض برهان:
اگر ͬ کند م اضافه w(a+ b) به را ١ عدد (ai, bi) زوج پس، .ai ̸= bi اگر فقط و اگر ai + bi = ۱

.d(a, b) = w(a+ b) بنابراین کند. اضافه d(a, b) به را ١ مقدار اگر فقط و

.d(a, b) = d(a+ c, b+ c) ،a, b, c ∈ Bn برای ١٨ نتیجه

.d(a, b) ≤ d(a, c) + d(b, c) ،a, b, c ∈ Bn برای ٣ لم

.c = (c۱, c۲, . . . , cn) و b = (b۱, b۲, . . . , bn) ،a = (a۱, a۲, . . . , an) کنید فرض برهان:
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را bi و ai بین فاصله ،۱ ≤ i ≤ n هر برای

d(ai, bi) =

{
۰ ai = bi
۱ ai ̸= bi

صورت این در ͬ کنیم. م تعریف نیز را d(bi, ci) و d(ai, ci) ترتیب، همین به

d(a, b) =

n∑
i=۱

d(ai, bi).

آنگاه ،ai = bi اگر
d(ai, bi) ≤ d(ai, ci) + d(bi, ci).

اگر و bi ̸= ci لزوماً آنگاه ai = ci اگر .d(ai, bi) = ۱ صورت، این در .ai ̸= bi کنید فرض
حالت دو هر در .ai ̸= ci آنگاه ؛ bi = ci

d(ai, bi) = d(ai, ci) + d(bi, ci).

بنابراین

d(a, b) =

n∑
i=۱

d(ai, bi)

≤
n∑

i=۱
d(ai, ci) +

n∑
i=۱

d(bi, ci)

= d(a, c) + d(b, c).
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ͷی r و شود دریافت r ∈ Bn کلمه اگر همسایه) نزدیͷ ترین کدبرداری (اصل : ۴ تعریف
دست به دیͽر کدواژه از را r فاصله باشد، کدواژه ͷی r اگر .D(r) = r ͬ دهیم م قرار باشد، کدواژه
ͬ دهیم م قرار ،d(a, r) = ℓ که باشد کدواژه ای تنها a اگر ͬ نامیم. م ℓ را فاصله کمترین ͬ آوریم. م
در نقصͬ گوییم است، ℓ مساوی ،r از آن فاصله که باشد موجود کدواژه ͷی از بیش اگر .D(r) = a

ͬ گویند. م همسایه نزدیͷ ترین کدبرداری اصل را اصل این داده است. رخ کدبرداری

ͬ شود م کشف کد ͷی با e خطای بردار گوییم نشده) کشف و شده کشف (خطاهای : ۵ تعریف
ͷی a + e ،a کدواژه های از برخͬ برای اگر نباشد. کدواژه ͷی a + e ،a کدواژه هر برای هرگاه،

است. مانده باقͬ نشده کشف e خطای گوییم آنگاه باشد، کدواژه

مبادله در گوییم برسد، گیرنده به نادرست صورت به آن مولفه k و شود ارسال n طول با کلمه ͷی هرگاه
مولفه هر جای به صفر دادن قرار و خطا k از ͷی هر جای به ١ قراردادن با است. داده رخ خطا k پیام،
خطا بردار ͷی در غیرصفر موقعیت k ترتیب، این به ͬ سازیم. م k وزن با e کدواژه ͷی خطا، بدون
تمامͬ بین ͷی به ͷی تناظر ͷی صورت، این در ͬ کند. م مشخص را خطا k از مجموعه ای ،k وزن با
شده کشف را خطا k از مجموعه ای دارد. وجود خطا k از مجموعه ای و k وزن با خطا کدواژه های

شود. کشف k وزن با متناظر خطای کلمه اگر ͬ نامیم، م

حداقل که است آن کند، کشف را خطا k حداکثر کد ͷی که آن برای کافͬ و لازم شرط ٨ . ١ قضیه
باشد. بیشتر یا k + ۱ دلخواه، کدواژه دو بین فاصله

،b, b′ ∈ C هر برای و بوده کد ͷی در n طول با کدواژه های تمامͬ مجموعه C کنید فرض برهان:
به پیام این برای e خطای واژه شود. مخابره b ∈ C کدواژه کنید فرض است. d(b, b′) ≥ k + ۱

که طوری ͬ شود، م تعریف e = (e۱, . . . , en) صورت

w(e) =

n∑
i=۱

ei ≤ k.

داریم: و است b+ e شده دریافت واژه آنگاه

d(b+ c, b) = w(b+ c+ b) = w(۲b+ e) = w(e) ≤ k.

حین در خطاها از برخͬ که ͬ دانیم م ترنیب همین به نیست. کدواژه ͷی b + e که ͬ دهد م نشان این
است. شده کشف a خطای بردار که ͬ کند م ثابت امر این و است داده رخ پیام انتقال

این دارد. را کمتر یا خطا k از خطاهایی مجموعه تمامͬ کشف توانایی کد، که کنید فرض برعکس،
b+e آنگاه باشد، مشخصͬ کدواژه b و w(e) ≤ k با خطا بردار ͷی e اگر که است معنͬ این به فرض
دهید قرار .d(b, b′) ≤ k که طوری به هستند C اعضای از b′ و b کنید فرض نیست. کدواژه ͷی

همچنین و w(e) ≤ k صورت این در .e = b+ b′

b+ e = b+ b+ b′ = b′,

ͬ شود م نتیجه تناقض این از ͬ ماند. م باقͬ نشده کشف e خطای بنابراین است. کدواژه ͷی خود که
.d(b, b′) ≥ k + ۱ ،b, b′ ∈ C هر برای که

کدبرداری تابع هرگاه ͬ شود م اصلاح کد ͷی با eخطای گوییم شده) اصلاح (خطاهای : ۶ تعریف
هرگاه ͬ شود م اصلاح خطا k ͬ گوییم م همچنین .D(b+ e) = b ،b کدواژه هر برای که باشد چنان D

شود. اصلاح k وزن با متناظر خطای واژه



رمز نگاری و کدگذاری ٢٧۴

این شود اصلاح کمتر یا خطا k از مجموعه ای که آن برای لازم شرط ،(E,D) کد برای ٨ . ٢ قضیه
باشد. ۲k + ۱ کدواژه دو بین فاصله حداقل که است

هستند. d(a, b) ≤ ۲k با کدواژه دو b = (b۱, . . . , bn) و a = (a۱, . . . , an) کنید فرض برهان:
و w(e) ≤ k که یافت چنان را e′ و e خطای واژه های ͬ توان م .w(a, b) = ℓ ≤ ۲k صورت این در

.a+ e = b+ e′ صورت این در .a+ b = e+ e′ و w(e′) ≤ k

و w(e) = t که کرد فرض ͬ توان م آنگاه ،ℓ = ۲t + ۱ یعنͬ باشد، فرد عدد ͷی ℓ اگر اول حالت
بنابراین .w(e′) = t+ ۱

d(a+ e, a) = w(a+ e+ a) = w(e) < w(e′) = d(b+ e′, b).

این در شود؛ اضافه آن بر e′ خطای انتقال، مسیر این در و شود منتقل b کدواژه کنید فرض
صورت

d(b+ e′, a) = d(a+ e, a) < d(b+ e′, b).

از غیر دیͽری کدواژه یا a صورت به b + e′ همسایه، نزدیͷ ترین کدبرداری اصل به توجه با
فاصله حداقل باید پس ͬ شود. نم کشف w(e′) ≤ k با e′ خطای بنابراین، شود. کدبرداری b

باشد. ۲k + ۱ کدواژه دو

حال .w(e) = w(e′) = t که کرد فرض ͬ توان م باشد، ℓ = ۲t اگر دوم حالت

d(a+ e, a) = w(e) = t = w(e′) = d(b+ e′, b).

دریافت کدواژه و دارد b و a کدواژه دو هر با یͺسانͬ فاصله a+ e شده دریافت کدواژه پس
کدواژه برای کد، این در یا و ͬ شود م کدبرداری b از متمایز کدواژه ای صورت به یا b+ e شده

است. تناقض ͷی دوباره که کرد اتخاذ تصمیمͬ ͬ توان نم شده منتقل

است. برقرار قضیه حͺم پس

ماتریس را ماتریس این بͽیرید. نظر در را B روی m < n با m × n ماتریس ͷی : ٧ تعریف
برای . آورد وجود به را Im همانͬ ماتریس آن، اول ستون m ، هرگاه ͬ نامند م مولد ماتریس یا کدگذاری

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را E : Bn → B کدگذاری تابع شده، داده G مولد ماتریس

∀x ∈ Bn, E(x) = xG.

روش بنابراین، است. x همان xG اول قسمت پس است، همانͬ ماتریس G اول ستون m چون
به ͷی E نگاشت پس ͬ دهد. م نسبت را متمایزی کدواژه های متمایز، کدهای برای ماتریس کدگذاری

داریم: x, y ∈ Bm هر برای و هستند جمعͬ جابجایی گروه های Bn و Bm همچنین است. ͷی

E(x+ y) = (x+ y)G = xG+ yG = E(x) + E(y).

بلوکͬ کد ͷی کدواژه ͷی هرگاه ͬ نامند. م ماتریسͬ کد را کدهایی چنین است. همریختͬ ͷی E پس
ͬ نامند. م گروه کد را آن آنگاه باشد، جمعͬ گروه ͷی از

کنید: فرض ٨ . ٣ مثال

G =

 ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰

 .

از است عبارت متناظر کدواژه آنگاه باشد، x = (۱,۰,۱) صورت به اصلͬ پیام اگر صورت، این در
.xG = (۱,۰,۱,۱,۰,۱)
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ͬ شود: م تعریف زیر کدگذاری تابع با که است کدی زوجیت، کنترل کد : ٨ تعریف

E : Bm → Bm+۱

E(a۱, a۲, . . . , am) = (a۱, a۲, . . . , am, am+۱),

آن در که

am+۱ =

{
۱ باشد فرد w(a) هرگاه
۰ باشد زوج w(a) هرگاه

است. کدگروه ͷی (m,m+ ۱) زوجیت کنترل کد [٣۴] ۴ لم

ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون را خاصیت چند ادامه در

است. غیرصفر کدواژه ͷی وزن حداقل مساوی فاصله، حداقل کدگروه، ͷی برای : ١ خاصیت

نظربͽیرید. در را ۳× ۶ مولد ماتریس ۴ . ٨ مثال

G =

 ۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱

 .

از: عبارتند ماتریس این توسط شده تولید کدواژه های تمامͬ

۰۰۰ −→ ۰۰۰۰۰۰
۰۰۱ −→ ۰۰۱۱۱۱
۰۱۰ −→ ۰۱۰۰۱۱
۱۰۰ −→ ۱۰۰۱۱۰
۱۰۱ −→ ۱۰۱۰۰۱
۱۱۰ −→ ۱۱۰۱۱۰
۰۱۱ −→ ۰۱۱۱۰۰
۱۱۱ −→ ۱۱۱۰۱۰

دارد. وجود صفر وزن با کدواژه ͷی و ٣ وزن با کدواژه سه و ۴ وزن با کدواژه چهار کدگروه، این در

دارد. را خطا دو کشف و خطا ͷی اصلاح توانایی کد این بنابراین، است. ٣ با برابر فاصله حداقل پس

افراز و ͷتفکی از روش این در ͬ کنیم. م بیان را گروه کدهای برای کدبرداری فرایند بخش، ادامه در
هر برای باشد، Bn از زیرگروه ͷی C هرگاه ͬ دانیم م ͬ کنیم. م استفاده بههم مجموعه متناهͬ گروه ͷی

مجموعه ،a ∈ Bn

a+ C = {a+ c : c ∈ C} ,

عضوی آنگاه ،b ∈ a+ C اگر ͬ شود. م نامیده Bn در C هم مجموعه که است Bn از زیرمجموعه ای
داریم: c′ ∈ C هر برای بنابراین، .b = a+ c که طوری است موجود c ∈ C مانند

b+ c′ + a+ (c+ c′) ∈ a+ C.
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شد، ملاحظه چنانچه و a = b + c ͬ شود م موجب b = a + c همچنین .b + C ⊆ a + C پس
پس .a+ C ⊆ b+ C داریم:

a+ C = b+ C.

آنگاه ،a+ C = b+ C اگر دیͽر؛ طرف از

b = b+ ۰ ∈ b+ C = a+ C.

داریم: پس

«.a+ C = b+ C اگر فقط و اگر است a+ C در b ∈ Bn »

اگر بͽیرید. نظر در را Bn در b+ C و a+ C هم مجموعه های حال

(a+ C) ∩ (b+ C) ̸= ∅,

که طوری است موجود x مانند عضوی آنگاه

x ∈ a+ C, x ∈ b+ C,

بنابراین: و
a+ C = x+ C, b+ C = x+ C.

ͬ شود: م نتیجه بنابراین .a+ C = b+ C پس

متمایز.» یا و هستند یͺسان یا Bn در هم مجموعه دو »

از عضو هر و است یͺسان C زیرگروه مرتبه با a + C هم مجموعه هر اعضای تعداد که است واضح
همچنین .a ∈ (a + C) آنگاه ، a ∈ Bn اگر دیͽر، عبارت به دارد. قرار هم مجموعه ͷی در Bn

،. . . ،a۱ + C اگر است. متناهͬ نیز Bn هم مجموعه های تعداد بنابراین، است. متناهͬ Bn گروه
داریم: آنگاه باشند، Bn در C متمایز هم مجموعه های ak + C

Bn =

k∪
i=۱

(ai + C),

(ai + C) ∩ (aj + C) = ∅, i ̸= j.

در است. کد این در کدواژه ها تمامͬ مجموعه C کنید فرض و بͽیرید نظر در را (m,n) کدگروه ͷی
و بوده گروه ͷی که m طول به واژه هایی تمامͬ مجموعه Bn و بوده ۲m برابر C مرتبه صورت، این
C متمایز هم مجموعه های از اتحادیه ای صورت به را B ͬ توان م پس، است. Bn از زیرگروهͬ نیز C
را آن و ͬ کنیم م اختیار وزن حداقل با bk مانند واژه ای ،Bn در C هم مجموعه هر در نوشت. Bn در

که است واضح ͬ نامیم. م هم مجموعه پیشرو

w(bk) ≤ w(bk + ck
′
), ∀ck

′
∈ C.

عضوی ck
′ آن در که نوشت c = bk + ck

′ فرد به منحصر صورت به ͬ توان م را Bn از C عضو هر
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را D کدبرداری تابع است. C از

D(c) = ck
′
.
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داریم: ،cr = ck
′ که cr کدواژه هر برای

d(c, cr) = d(bk + ck
′
, ck) = w(bk + ck

′
+ ck)

≥ w(br)

= d(bk + ck
′
, ck) = d(c, cr).

را کدبرداری فرایند این ندارد. وجود d(c, ck
′
) شعاع و c مرکز به دایره ای در کدواژه ای هیچ پس

ͬ نامند. م هم مجموعه پیشروهای با کدبرداری

تمامͬ دقیقاً هم مجموعه، پیشروهای از استفاده با کدبرداری گروهͬ، کدهای در [٣۴] ٨ . ٣ قضیه
ͬ کند. م اصلاح را هستند هم مجموعه پیشرو نوع از که خطاهایی

بͽیرید: نظر در را (۳,۴) زوجیت کنترل کد ۵ . ٨ مثال

۰۰۰ −→ ۰۰۰۰ ۰۱۱ −→ ۰۱۱۰
۰۰۱ −→ ۰۰۱۱ ۱۰۱ −→ ۱۰۱۰
۰۱۰ −→ ۰۱۰۱ ۱۱۰ −→ ۱۱۰۰
۱۰۰ −→ ۱۰۰۱ ۱۱۱ −→ ۱۱۱۱

است: زیر صورت به B۴ در کد این هم مجموعه افراز

از: است عبارت متناظر هم مجموعه و ۰۰۰۰ هم مجموعه پیشرو •

۰۰۰۰,۰۰۱۱,۰۱۰۱,۱۰۰۱,۰۱۱۰,۱۰۱۰,۱۱۰۰,۱۱۱۱.

از: است عبارت متناظر هم مجموعه و ۰۰۰۱ هم مجموعه پیشرو •

۰۰۰۱,۰۰۱۰,۰۱۰۰,۱۰۰۰,۰۱۱۱,۱۰۱۱,۱۱۰۱,۱۱۱۰.

،۰۱۰۰ ،۰۰۱۰ ،۰۰۰۱ کدواژه چهار از ͷی هر ͬ توان م دوم، هم مجموعه در که باشید داشته توجه
هم مجموعه پیشرو عنوان به ۰۰۰۱ کدواژه اگر گرفت. نظر در هم مجموعه پیشرو عنوان به را ۱۰۰۰
این هم مجموعه، پیشروهای از استفاده با کدبرداری آنگاه شود، دریافت ۱۰۱۱ کدواژه و شده انتخاب

صورت به را کدواژه
۱۰۱۱ + ۰۰۰۱ = ۱۰۱۰

کند. مͬ کدبرداری

پیام با متناظر که باشد کد این در کدواژه ای (a۱, a۲, . . . , a۶) اگر بͽیرید. نظر در را ۴ . ٨ مثال دوباره
آنگاه است، (a۱, a۲, a۳)

(a۱, a۲, a۳, a۴, a۵, a۶) = (a۱, a۲, a۳)G.

پس

a۴ = a۱ + a۳

a۵ = a۱ + a۲ + a۳

a۶ = a۲ + a۳
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نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را معادلات این

a۱ +a۳ +a۴ = ۰
a۱ +a۲ +a۳ +a۵ = ۰

a۲ +a۳ +a۶ = ۰

نوشت: ͬ توان م ماتریسͬ شͺل در ͬ نامند. م زوجیت کنترل معادلات را معادلات این

 ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱




a۱
a۲
a۳
a۴
a۵
a۶

 = ۰.

ماتریس

H =

 ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱


گویند. زوجیت کنترل ماتریس را

کنید فرض

A =

 ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۱
۱ ۱ ۱


همچنین است. ٣ مرتبه از همانͬ ماتریس I۳ آن در که G = [I۳ A] آنگاه

A′ = AT =

 ۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۱


داشته (توجه Ha = ۰ ،a کدواژه هر برای که است این H ماتریس خاصیت .H = [A′ I۳]و

است.) کدواژه ͷی a که باشید

کد: این در که گرفت نتیجه ͬ توان م شد، ملاحظه ٨ تعریف در که همچنان ۶ . ٨ مثال

a۱ + a۲ + · · ·+ am + am+۱ = ۰,

است: زیر صورت به مولد ماتریس کد و

G =


۱ ۰ . . . ۰ ۱
۰ ۱ . . . ۰ ۱
...

...
. . .

...
...

۰ ۰ . . . ۱ ۱

 .

داریم: و است ۱× (m+ ۱) ماتریس ͷی کد، این در زوجیت کنترل ماتریس

H = [۱ ۱ . . . ۱].
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بͽیرید: نظر در را زیر مولد ماتریس با (۳,۶) ماتریسͬ کد ٨ . ٧ مثال ۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱

 .

داریم: کد این در a = (a۱, a۲, . . . , a۶) کدواژه هر برای

(a۱ a۲ a۳ a۴ a۵ a۶) = (a۱ a۲ a۳)G.

پس

a۴ = a۱ + a۳

a۵ = a۱ + a۲

a۶ = a۱ + a۲ + a۳

یا و
a۱ +a۳ +a۴ = ۰
a۱ +a۲ +a۵ = ۰
a۱ +a۲ +a۳ +a۶ = ۰

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به معادلات دستگاه این ماتریسͬ، نماد در

H


a۱
a۲
a۳
a۴
a۵
a۶

 = ۰

که

H =

 ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱


که ͬ شود م ملاحظه دوباره،

A =

 ۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱


بنابراین و

A′ = AT =

 ۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۱


.H = [AT I۳] و G = [I۳ A] و

(n −m) × n ابعاد با ،H ماتریس هر ،m < n هرگاه زوجیت) کنترل (ماتریس : ٩ تعریف
ͬ نامند. م زوجیت کنترل ماتریس ͬ سازد، م مشخص را In−m واحد ماتریس آن آخر ستون n−m که
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a = (a۱, . . . , am) و (n − m) × m ابعاد با زوجیت کنترل ماتریس ͷی H کنید فرض
که است m طول به واژه ͷی b = (b۱, . . . , bm) کنید فرض همچنین است. m طول به دنباله ای

کنید: فرض .HbT = ۰ و bi = ai ،۱ ≤ i ≤ m برای

H = [A In−m].

تا ͬ شود م موجب HbT = ۰ برقراری آنگاه

[A In−m]

[
aT

b̄T

]
= ۰,

پس .b̄ = (bm+۱, . . . , bn) آن در که

AaT + In−mb̄T = ۰.

ͬ کند م ثابت رابطه این ͬ شود. م تعیین a روی از فرد به منحصر طور به b̄ لذا و b̄T = AaT بنابراین
روابط با فرد به منحصر طور به b ∈ Bn واژه ،a ∈ Bm هر برای که

ai = bi, ۱ ≤ i ≤ m, HbT = ۰. (٨ . ١)

ͬ شود: م تعریف زیر ضابطه با E : Bm −→ Bn کدگذاری تابع صورت؛ این در

∀a ∈ Bm, E(a) = b,

ͬ شود. م مشخص (٨ . ١) رابطه از b که

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را سندرم ،r ∈ Bn کدواژه برای : ١٠ تعریف

s = syndrom = HrT .

برای خطا اصلاح شیوه ͬ توان م سندرم، از استفاده با است. صفر کدواژه هر سندرم که ͬ شود م ملاحظه
صورت به سندرم کدبرداری فرایند کرد. بیان را G مولد ماتریس با متناظر ،H زوجیت کنترل ماتریس

ͬ شود. م تعریف زیر

شده دریافت که است واژه ای r = (r۱, r۲, . . . , rm, rm+۱, . . . , rn) کنید فرض ٨ . ١ الͽوریتم
باشد. آن سندرم s = HrT و است

صورت به اصلͬ پیام و است شده ارسال که است کدواژه ای r ͬ کنیم م فرض آنگاه ،s = ۰ اگر اول گام
است. (r۱, r۲, . . . , rm)

ارسال هنگام خطا که است این بر فرض آنگاه است، یͺسان H ماتریس i‐ام ستون با s اگر دوم گام
ͬ دهیم: م قرار و است افتاده اتفاق پیام مولفه i‐امین

c = (r۱, r۲, . . . , ri−۱, ri + ۱, ri+۱, . . . , rn),

مولفه m دنباله از اصلͬ پیام حالت، این در است. شده مخابره که است پیامͬ c ͬ کنیم م فرض و
ͬ آید. م وجود به c اول
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خطا دو حداقل آنگاه باشد، داشته مطابقت H ماتریس از ستونͬ با نه و باشد صفر نه s اگر سوم گام
است. داده رخ پیام انتقال هنگام

ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون را قضیه دو بخش، ادامه در

ͬ کند، م اصلاح را خطا ͷی تنها (n−m)×m ابعاد با H زوجیت کنترل ماتریس [٣۴] ۴ . ٨ قضیه
باشند. غیرصفر و متمایز H ستون های اگر فقط و اگر

[٣۴] ۵ . ٨ قضیه

این در است. ماتریس کد ͷی برای m × n مولد ماتریس ͷی G = [Im A] کنید فرض (١)
است. کد همان برای فرد به منحصر زوجیت کنترل ماتریس H = [AT In−m] صورت،

ماتریس آنگاه باشد، (n−m)×n ابعاد به زوجیت کنترل ماتریس ͷی H = [B In−m] اگر (٢)
است. کد همان برای فرد به منحصر مولد ماتریس ͷی G = [Im BT ]

ͬ کنیم. م بیان را آن از خواصͬ و کرده تعریف را دوگان کدهای بخش، این ادامه در

کد است. G = [I −m A] مولد ماتریس با (m,n)‐کد ͷی C کنید فرض : ١١ تعریف
C⊥ با و شده نامیده C دوگان کد H = [A Im] زوجیت کنترل ماتریس با شده تعریف ماتریسͬ

ͬ دهند. م نشان

ماتریس با C کد اگر ٨ . ٨ مثال

G =

[
۱ ۰ ۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۱ ۰ ۱

]
داریم: را زیر کدواژه های تنها آنگاه شود؛ تعریف

۰۰۰۰۰, ,۱۰۱۱۰, ,۰۱۱۰۱, ,۱۱۰۱۱.

ͷی تنها ͬ تواند م و کرده کشف را مضاعف خطاهای کد، این لذا و بوده ٣ کد، این در فاصله حداکثر
کد کدواژه های .H = [A I] داریم: ،G = [I A] صورت به G نوشتن با کند. اصلاح را خطا

مولد تابع با شده تعریف کدواژه های همان ،H با شده تعریف

G۱ = [I۳ AT ] =

 ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۱


از: عبارتند کدواژه ها تمامͬ صورت؛ این در هستند.

۰۰۰ −→ ۰۰۰۰۰ ۰۱۱ −→ ۰۱۱۱۱
۰۰۱ −→ ۰۰۱۰۱ ۱۰۱ −→ ۱۰۱۱۰
۰۱۰ −→ ۰۱۰۱۰ ۱۱۰ −→ ۱۱۰۰۱
۱۰۰ −→ ۱۰۰۱۱ ۱۱۱ −→ ۱۱۱۱۰

ͷی حتͬ ͬ تواند نم کد این ͬ کند. م کشف را خطا ͷی تنها و است ͷی برابر کد این در فاصله حداقل
داریم: ۱۱۱۰۱ شده دریافت کدواژه برای مثال، عنوان به کند. اصلاح را خطا

۱۱۱۰۰ + ۰۰۰۰۱ = ۱۱۰۰۱ + ۰۰۱۰۰.

ͬ توان نم شده مخابره کدواژه مورد در لذا و دارند وجود مساوی فاصله با کدواژه دو که ͬ شود م ملاحظه
کرد. اتخاذ تصمیمͬ
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نیست. خطا اصلاح کد ͷی لزوماً خطا، اصلاح کد ͷی دوگان که ͬ دهد م نشان مثال این

صورت به را خطاها ͷی تمامͬ G = [Im A] مولد ماتریس با (m,n)‐کد ͷی [٣۴] ۶ . ٨ قضیه
حداقل آنها از کدام هر وزن و بوده متمایز A سطرهای تمامͬ اگر فقط و اگر ͬ کند م کدبرداری صحیح

باشد. ٢

یͺسان آنها سندرم اگر فقط و اگر دارند قرار C هم مجموعه ͷی در x, y ∈ Bn واژه های ٨ . ٧ قضیه
باشد.

از کدواژه ͷی c آن در که y = x + c اگر فقط و اگر دارند قرار هم مجموعه ͷی در y و x برهان:
.x+ y = c ∈ C که است برقرار زمانͬ فقط و فقط حالت، این ولͬ است. C کد

حال

x+ y ∈ C ⇐⇒ H(x+ y)T = ۰
⇐⇒ H(xT + yT ) = ۰
⇐⇒ HxT +HyT = ۰
⇐⇒ HxT = HyT = ۰.

لاتین مربع های و هادامار ماتریس های توسط شده ساخته کدهای مثال، دو بیان با بخش، پایان در
این در تخصصͬ کتب به ͬ توانند م کدگذاری، نظریه در بیشتر مطالب به علاقمندان ͬ کنیم. م معرفͬ را

کنند. مراجعه زمینه
ماتریس، این نرمال سازی برای کنید. نرمال را آن و بͽیرید نظر در را Hn هادامار ماتریس ٨ . ٩ مثال
متمایز سطر دو هر حاصل ضرب ماتریس این در دهید. قرار ͷی ،−۱ جای به و صفر ،ͷی جای به
ͷی مͺمل از منظور دهید. قرار را آن مͺمل ماتریس، این زیر در است. صفر شده، نرمال ماتریس
شده داده قرار مͺمل ماتریس در −۱ مقدار اصلͬ، ماتریس در ١ جای به که است ماتریسͬ ماتریس،
را سطر هر کد، ساختن برای داریم. ۲n × n ابعاد با ماتریس ͷی صورت این در عکس. بر و است
اصلاح قابل خطا n − ۱ و شده کشف خطا ۲n − ۱ حداکثر کد، این با ͬ گیریم. م نظر در واژه ͷی

است.

مربع های پایه بر و است منسوب بلدِروق١ به مثال این در کدگذاری برای شده ارائه روش ٨ . ١٠ مثال
که ساخت n۲ + ۴n+ ۱ طول با کدواژه هایی ͬ توان م روش این با است. شده طراحͬ متعامد لاتین
اصلاح را خطا ٢ حداکثر کد، این که داد نشان ͬ توان م هستند. اصلͬ پیام مولفه های آن، مولفه n۲

از: است عبارت شود مخابره باید که اصلͬ پیام و n = ۵ کنید فرض سادگͬ، برای ͬ کند. م

۱۱۱۰۰− ۰۰۱۱۰− ۱۱۰۱۱− ۰۱۱۰۱− ۰۱۰۱۰.

ͷتفکی رقمͬ ۵ بلوک های به را اصلͬ پیام ، (۴×۵+۱) دیͽر کنترلͬ مولفه ٢١ آوردن دست به برای
در ۵× ۵ ماتریس از سطر ͷی عنوان به را بلوک هر شود. شامل را رقم ۵ بلوک هر که طوری ͬ کنیم، م

ͬ گیریم. م نظر

K =


۱ ۱ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۰ ۱ ۱
۰ ۱ ۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۰ ۱ ۰


Blderogge١
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عنوان به را (ستون ها) سطرها مجموع ͬ کنیم. م اضافه زیر شرح به ستون ͷی و سطر ͷی ماتریس این به
داریم: ͬ گیریم. م نظر در جدید (سطر) ستون ͷی

K=

0 0 1 1 0
1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0
0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1
0 0 1 0 1 0

لاتین مربع دو دادن قرار هم کنار از آن مولفه های که ͬ سازیم م را M = ((aij , bij)) ماتریس سپس
کنید: فرض ͬ آید. م دست به ۵× ۵ متعامد

M =


۱۱ ۲۲ ۳۳ ۴۴ ۵۵
۳۴ ۴۵ ۵۱ ۱۲ ۲۳
۵۲ ۱۳ ۲۴ ۳۵ ۴۱
۲۵ ۳۱ ۴۲ ۵۳ ۱۴
۴۳ ۵۴ ۱۵ ۲۱ ۳۲


زیر صورت به که ͬ سازیم م را L = (cij) ماتریس ،K ماتریس روی از ،M ماتریس از استفاده با

ͬ شود: م تعریف
cij = Kaij ,bij , ۱ ≤ i, j ≤ ۵
داریم: زیر صورت به را L ماتریس .c۲۳ = K۵۱ = ۰ مثال عنوان به

L =


۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۱ ۱ ۰ ۱ ۱
۰ ۱ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۱ ۰
۱ ۱ ۰ ۱ ۱


K آخر ستون به رقم ۵ و سطر اولین به رقم ۵ شود، مخابره باید که کدواژه ای آوردن دست به برای
نهایتاً، و ͬ کنیم م اضافه L ستون آخرین به رقم ۵ و سطر اولین به رقم ۵ ترتیب، همین به ͬ کنیم. م اضافه
بود. خواهد ۵۲ + ۴× ۵+ ۱ طول به نهایی واژه و است موجود مولفه ۵۲ + ۴× ۵ از مجموعه ای

شود: مخابره باید که زیر پیام برای مثال، عنوان به

۱۱۱۰۰− ۰۰۱۱۰− ۱۱۰۱۱− ۰۱۱۰۱− ۰۱۰۱۰.

و ͬ شوند م اضافه L به ۰۰۰۰۰ سطر و ۱۰۰۱۰ ستون و K به ۰۰۱۱۰ سطر و ۱۰۰۱۰۰ ستون
را زوج خطاهای تمامͬ کد، نوع این ͬ شود. م گرفته نظر در نهایی کنترلͬ مولفه عنوان به نیز صفر

است. اصلاح قابل کد این با افتاده اتفاق خطای دو حداکثر همچنین ͬ کند. م کشف

٨ . ١تمرین

کد این مولد ماتریس است. ماتریسͬ کد ͷی ،(m,n + ۱) زوجیت کنترل کد کنید ثابت . ١
چیست؟
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نیست. ماتریسͬ کد که بیاورید کدگروه ͷی از مثالͬ . ٢

بیابید. را زیر ماتریسͬ کدهای مولد ماتریس های برای زوجیت کنترل ماتریس . ٣ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱

 (آ)

 ۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰

 (ب)


۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱

 (ج)

 ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۰

 (د)


۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۱ ۱ ۱

 (ه)

ͬ کنند؟ م اصلاح را خطا چند و کشف را خطا چند قبلͬ تمرین در شده تعریف کدهای از ͷی هر . ۴

بنویسید. زیر زوجیت کنترل ماتریس های از استفاده با را E : B۲ → B۶ کد . ۵

H =

 ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱

 (آ)

H =

 ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱

 (ب)

H =

 ۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱

 (ج)

اصلاح را خطا ͷی کدها، این تمامͬ آیا کنید. مشخص کد سه این در را کدواژه ها تمامͬ
ͬ کنند؟ م

بیابید. را ۵ و ٣ تمرین های دوگان کدهای برای زوجیت کنترل و مولد ماتریس های . ۶

بیابید. را چهار فاصله حداقل با E : B۲ −→ B۶ کد . ٧



٢٨۵ رمزنگاری

رمزنگاری ٨ . ٢

آن افشای از عموم، برای آن کردن ناخوانا و اطلاعات دادن شͺل تغییر با که است روندی رمزنگاری
ͬ توانند م افرادی تنها روند، این اجرای با و هستند شده طبقه بندی اطلاعات این تمامͬ ͬ کند. م جلوگیری
رمزنگاری روند خاص اطلاعات به هم و رمزنگاری روند به هم که باشند داشته  دسترسͬ اطلاعات این به

دارد. گاهͬ آ
برای ͬ کنیم. م بیان را رمزنگاری برای ساده روش دو و ͬ آوریم م را تعریف هایی بخش، این در

. شود مراجعه [١٩] به آن ها تحلیل و رمزنگاری روش های مورد در بیشتر مطالعه
افراد دسترسͬ ͬ شود. م نامیده خوانا متن است، شده تنظیم متن ͷی قالب در که خاصͬ اطلاعات
اطلاعات این ͬ شود. م سیستم به جبران ناپذیر ضربه شدن وارد و اطلاعات شدن فاش موجب غیرمجاز
متن روی رمزنگاری روند اجرای از پس که متنͬ باشند. ... و نظامͬ سیاسͬ، اقتصادی، علمͬ، ͬ توانند م
مͽر نیست، مفهوم و خوانا عموم برای تنهایی به متن این ͬ نامند. م رمزی متن را ͬ شود م تولید خوانا
برای رمزنگاری که روندی باشد. دسترس در روند آن خاص اطلاعات هم و رمزنگاری روند هم که آن
الͽوریتم هر ͬ شود. م نامیده رمزنگاری الͽوریتم ͬ کند، م استفاده خوانا متن روی از رمزی متن ایجاد
ͬ شود م طراحͬ چنان کلید این ͬ گویند. م کلید را آن که است خاص کلمه چند) (یا ͷی به متکͬ عموماً
آن، دانستن بدون و ͬ شود م تبدیل رمزی متن به فرد، به منحصر طور به خوانا متن آن، از استفاده با که
رمزی متن کننده دریافت برای کلید این است. ناممͺن تقریبا رمزی متن روی از خوانا متن پیداکردن
یا و رمزنگاری کلید از استفاده با که است روندی رمزگشایی است. نامعلوم افراد سایر برای و معلوم
اولیه خوانای متن و شده انجام رمزی متن روی ͬ شود؛ م تولید رمزگذاری کلید روی از که دیͽری کلید

ͬ آید. م دست به
تشͺیل نمادها این از رمزی متن و خوانا متن که است نمادها از متناهͬ مجموعه ای الفبا، از منظور
الفبای مجموعه کلͬ، حالت در است. انگلیسͬ الفبای بزرگ حروف مجموعه متعارف، الفبای شده اند.

با را کتاب این در شده استفاده

Zm = {۰,۱,۲, . . . ,m− ۱} ,

ͬ دهیم. م نشان
مجموعه روی ͷی به ͷی تابع ͷی از استفاده رمزنگاری، الͽوریتم های طراحͬ در کلͬ اصول از ͬͺی
تابع، مقدار داشتن دست در ولͬ است ساده تابع مقدار یافتن برای تابع اجرای که طوری است، Zm

ͬ کند. نم تابع معکوس کردن پیدا در چندانͬ ͷکم
ͬ کنیم. م معرفͬ را سزار رمزنگاری روند ادامه، در

سزار جانشانͬ

صورت، این در است. Zm با متناظر استفاده مورد الفبای حروف که است این بر فرض روند، این در
زیرمجموعه

Cm = {ck : ۱ ≤ k ≤ m} ,

آن در که بͽیرید نظر در را sym(Zm) متقارن گروه از

ck : j −→ j + k (m .(پیمانه

ͬ نامند. م سزار جانشانͬ گروه را آن و است گروه ͷی زیرمجموعه این



رمز نگاری و کدگذاری ٢٨۶

c۳ از خود پیام های کردن رمز در او است. منسوب باستان روم امپراطور به سزار رمزهای خانواده
کار سادگͬ برای ولͬ است k عدد شده استفاده کلید سزار، جانشانͬ سیستم های در ͬ کرد. م استفاده

ͬ دهند. م نشان جدولͬ صورت به را c۳

A←→ d B ←→ e C ←→ f
D ←→ g E ←→ h F ←→ i
G←→ j H ←→ k I ←→ l
J ←→ m K ←→ n L←→ o
M ←→ p N ←→ q O ←→ r
P ←→ s Q←→ t R←→ u
S ←→ v T ←→ w U ←→ x
V ←→ y W ←→ z X ←→ a
Y ←→ b Z ←→ c

خوانا متن تا کنیم ا˚عمال رمزی متن روی را cm−k تابع است کافͬ سیستم، این در رمزگشایی برای
شود. مشخص

k = ۳ کلید از اگر بͽیرید. نظر در را SEND MORE MONEY خوانای متن ٨ . ١١ مثال
ͬ آید. م دست به VHQG PRUH PRGHB رمزی متن شود، استفاده رمزنگاری برای

معرفͬ است سزار رمزنگاری روش از تعمیمͬ که را مستوی رمزنگاری الͽوریتم بخش، این پایان در
کنیم. مͬ

مستوی جانشانͬ

متناظر رمزی حرف yi و خوانا متن از حرفͬ xi و هستند دلخواه صحیح عدد دو b و a کنید فرض
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را Ta,b مستوی تبدیل صورت، این در است.

Ta,b : Zm → Zm

Ta,b(xi) = axi + b = yi (m (پیمانه

شود. ͷی به ͷی تبدیلͬ چنین تا باشند اول هم به نسبت باید m و a که است واضح

به ،b = ۳ a = ۷ ،m = ۲۶ فرض با SEND MORE MONEY خوانای متن ٨ . ١٢ مثال
سیستم، این در رمزگشایی برای ͬ شود. م تبدیل رمزی متن ͷی به ZFQY JXSF JXQFP صورت

همنهشتͬ معادله حل با باشد، رمزی متن از حرفͬ yi اگر

axi = yi − b (mپیمانه),

ͬ آید. م دست به xi خوانای متن

تمرین ٨ . ٢

کلید با سزار رمزنگاری الͽوریتم از استفاده با و کرده انتخاب فارسͬ الفبای در را خوانایی متن . ١
کنید. رمز k = ۷

b و a با مستوی رمزنگاری الͽوریتم از استفاده با و گرفته نظر در فارسͬ الفبای از خوانایی متن . ٢
کنید. رمز مناسب



٢٨٧ رمزنگاری

صورت، این در داریم. را ۰,۱, . . . ,۲۵ اعداد ،A,B, . . . , Z حروف با متناظر کنید فرض . ٣
دنباله صورت به ALGEBRA کلمه

۰,۱۱,۶,۴,۱,۱۷,۰ = a۱, a۲, . . . , a۷

تولید را متناظر رمزی متن ،fi(ai) = ۳ai + ai−۱ تابع و a۰ = ۴ فرض با ͬ شود. م تبدیل
کنید.





٩ فصل

منتخب تمرینات پاسخ

اول فصل

١ ‐ ١ تمرین

داریم: زیر صورت به را نفر سه این از بازجویی نتایج ‐ ٧
¬q ∧ r : A افشین

(¬q)⇒ (¬r) :B ͷباب
r ∧ (¬p) ∨ (¬q) :P پرویز

است: زیر صورت به بازجویی سه این ارزش جدول . ١

p q r A B P
١ د د د ن د ن
٢ د د ن ن د ن
٣ د ن د د د د
۴ د ن ن ن د ن
۵ ن د د ن ن د
۶ ن د ن ن د ن
٧ ن ن د د ن د
٨ ن ن ن ن د ن

است. مثبت پاسخ ارزش، جدول ٣ ردیف به توجه با (آ) . ٢
است. افشین بازجویی منطقͬ نتیجه پرویز بازجویی که ͬ دهد م نشان جدول (ب)

ارزش که این به توجه با داریم. قرار جدول اول سطر در باشند بی گناه سه هر اگر (ج)
گفته اند. دروغ پرویز و افشین پس است، نادرست P و A گزاره های

پرویز و افشین پس داریم. قرار سوم ردیف در باشند درست بازجویی سه هر اگر (د)
است. مقصر ͷباب و هستند بی گناه

پرویز و افشین و بوده بی گناه ͷباب پس، داریم. قرار ۶ ردیف در حالت این در (ه)
هستند. مقصر



منتخب تمرینات پاسخ ٢٩٠

رسیده ام» کار محل به «دیر ، p با را است» مشͺل «رانندگͬ ،s با را است» باریده «برف کنید فرض ‐ ٨
صورت به بحث صورت، این در دهیم. نشان e با را ͬ شوم» م خارج منزل از «زودتر و ℓ با را

است: زیر
((s⇒ p) ∧ (p⇒ (ℓ ∨ e)) ∧ s)⇒ ((¬ℓ)⇒ e).

(چرا؟). است معتبر استنتاج این

است: زیر صورت به سوال از قسمتͬ پاسخ ‐ ١٢

¬∃x, (H(x) ∧ C(x)) نیست. اتومیبل انسانͬ هیچ •

¬∃x, (C(x) ∧ T (x)) نیست. کامیون اتومبیلͬ هیچ •

∃x,H(x) دارد. وجود انسانͬ •

∃x,C(x) دارد. وجود اتومبیلͬ •

∀x((∃y,D(x, y)⇒ H(x)) ͬ کنند. م رانندگͬ انسان ها فقط •

ͬ شوند. م رانده کامیون ها و اتومبیل ها تنها •
∀x((∃y,D(y, x)⇒ (C(x) ∨ T (x))

∃x(H(x) ∧ ∃y,D(x, y)) ͬ کنند. م رانندگͬ افراد برخͬ •

∃x, (H(x) ∧ ¬∃y,D(x, y)) ͬ کنند. نم رانندگͬ اصلا افراد برخͬ •

∃x(C(x) ∧ ∃yD(y, x)) ͬ شود. م رانندگͬ اتومبیل ها برخͬ با •

∃x(C(x) ∧ ¬∃yD(y, x)) ͬ شود. نم رانندگͬ اتومبیل ها برخͬ با •

ͬ کند. م رانندگͬ کامیون یا اتومیبل با شخصͬ هر •
∀x(H(x)⇒ ∃y(D(x, y) ∧ (C(y) ∨ T (y))))

ͬ کنند. م رانندگͬ را کامیون و اتومیبل دو هر افراد برخͬ •
∃x(H(x) ∧ ∃y∃z(D(x, y) ∧ C(y) ∧D(x, z) ∧ T (z)))

ͬ کنند. نم رانندگͬ اصلا افراد برخͬ •
∃x(H(x) ∧ ¬∃y(D(x, y) ∧ (C(y) ∨ T (y))))

ͬ کند. نم رانندگͬ را دو هر کس هیچ •
¬∃x(H(x) ∧ ∃y∃z(D(x, y) ∧D(x, z) ∧ C(y) ∧ T (z)))

دارد. راننده ͷی حداکثر اتومبیل هر •
.∀x(C(x)⇒ ∀y∀z((D(y, x) ∧D(z, x))⇒ I(y, z)))

دارد. راننده دو دقیقا کامیون هر •
∀x(T (x) ⇒ ∃y∃z((¬I(y, z)) ∧ D(y, x) ∧ D(z, x) ∧ ∀w(D(w, x) ⇒

(I(w, y) ∨ I(w, z)))))

ͬ دهد. م انجام را کامیون) یا (اتومبیل خودرو ͷی رانندگͬ دقیقا کس هر •
∀x(H(x) ⇒ ∃y(D(x, y) ∧ (C(y) ∨ T (y)) ∧ ∀z((D(x, z) ∧ (C(z) ∨

T (z)))⇒ I(y, z))))



٢٩١ رمزنگاری

است. اصم عدد ͷی ab =
√

۲
√

۲ صورت این در .b =
√

۲ و a =
√

۲ کنید فرض ابتدا ‐ ١٣

که شود مͬ نتیجه راحتͬ به b =
√

۲ و a =
√

۲
√

۲ کنید فرض مجدداً

ab =

(√
۲
√

۲
)√

۲
=
(√

۲
)۲

= ۲

است. برقرار وجودی قضیه این پس

ایستگاه «اینجا گزاره و دهد نشان را ͬ رود» م شهر مرکز طرف به خیابان «این گزاره p کنید فرض ‐ ١۴
جدول نفر، سه صحبت های از حاصل ترکیب های برای دهیم. نشان q با را است» اتوبوس

: است) شده آورده جدول از قسمتͬ (تنها است چنین گزاره ها این درستͬ

p q p ∧ ¬q اول: نفر ¬p ∧ q دوم: نفر ¬p ∧ ¬q سوم: نفر
د د ن ن ن
د ن د ن ن
ن د ن د ن
ن ن ن ن د

دروغگو سه هر پس است راستگو نفرشان دو و دروغگو نفر ͷی که گفتند نفر سه هر چون
ایستگاه «اینجا ͬ آید. م دست به زیر نتیجه و بوده درست اول سطر تنها بنابراین، (چرا). هستند

ͬ رود.» م شهر مرکز طرف به خیابان و است اتوبوس

تعمیرگاه به جنوب سمت به جاده «این nو با را است» جاده شمال سمت در «تعمیرگاه کنید فرض ‐ ١۵
است: چنین مساله این متناظر ارزش جدول دهیم. نشان s با را ͬ رسد» م

n s n ∨ s اول: نفر n ∧ s دوم: نفر n⇒ s دوم: نفر
د د د د د
د ن د ن ن
ن د د ن د
ن ن ن ن د

۵ و ۴ ردیف های در را ۴ و ٣ باشد(سطر دروغگو هم و راستگو هم ͬ تواند نم نفر ͷی چون
سوم ستون باقیمانده از نیستند. مساله سناریوی با مناسب چهارم و سوم ردیف پس کنید)، نگاه
نیز اول سطر از پس است. دروغگو دوم نفر بنابراین، و بوده راستگو اول نفر که ͬ شود م نتیجه
است. جاده شمال سمت در تعمیرگاه که ͬ گیریم م نتیجه جدول دوم سطر از و کرده نظر صرف

است. گرفته درستͬ تصیم راننده بنابراین

١ ‐ ٢ تمرین

برای گزاره کنیم فرض است). برقرار (تساوی ۱ + x ≥ ۱ + x : داریم n = ۱ برای ٣ ‐(و)
نیز k+۱ برای ͬ کنیم م ثابت .(۱+x)k ≥ ۱+ kx یعنͬ است.، برقرار n = ۱,۲, . . . , k

داریم: استقرا فرض به بنا است. برقرار

(۱ + x)k+۱ = (۱ + x)(۱ + x)k ≥ (۱ + x)(۱ + kx).
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پس

(۱ + x)k+۱ ≥ ۱ + (k + ۱)x+ kx۲,

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به و است بزرگ تر ۱ + (k + ۱)x از وضوح به که

k ≥ ۴ هر برای یعنͬ است. برقرار n = k برای حͺم کنیم فرض .۴! > ۲۴ وضوح به ٣ ‐(یب)
صورت این در .k! > ۲k داریم

(k + ۱)! = k!(k + ۱) > (k + ۱)۲k.

ͬ شود. م نتیجه k + ۱ > ۲ با حͺم

فرض است. برقرار ٢ عدد برای حͺم که است واضح ͬ کنیم. م استفاده قوی استقرای از حل برای ‐ ۴
عامل یا و است اول یا ۱ < i ≤ k عدد هر یعنͬ است، برقرار ۱ < i ≤ k هر برای حͺم کنیم
پس نیست. اول k + ۱ کنیم فرض است. برقرار حͺم آنگاه باشد، اول k + ۱ اگر دارد. اول
به بنا .b ≤ k و a ≤ k که است واضح .k+۱ = ab که طوری به دارند وجود b و a عدد دو
عامل های حاصل ضرب صورت به k + ۱ بنابراین، دارند. اول عامل های b و a استقرا، فرض

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به ͬ شود. م نوشته b و a اول

برقرار حͺم و دارد وجود زیر حالت چهار n = ۱ برای ͬ دهیم. م انجام n روی استقرا با را اثبات ‐ ۵
است.

ZZ
Z

ZZ
Z

Z
ZZ Z

Z
Z

حͺم ͬ کنیم م ثابت است. برقرار ۲k × ۲kابعاد به شبͺه ͷی برای گزاره کنیم فرض حال
با زیرشبͺه چهار به را شبͺه این است. برقرار نیز ۲k+۱ × ۲k+۱ ابعاد به شبͺه ͷی برای
ͬ توان م را زیرشبͺه چهار این از هرکدام استقرا، فرض به بنا ͬ کنیم. تقسیم م ۲k × ۲k ابعاد
با ͬ شود. نم داده پوشش خانه ͷی تنها کدام هر در و داد پوشش L صورت به موزاییͷ های با
قرار وسط در زیرشبͺه سه خالͬ مربع که ͬ کنیم م مرتب چنان را آنها زیرشبͺه ها، دادن دوران
و ͬ شود نم داده پوشش خالͬ خانه ͷی تنها صورت این در کنید). نگاه را بعدی (شͺل گیرند
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ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به

ZZZZZZZZ
ZZZZZ ZZ
ZZZZZZZZ
ZZZ ZZZZ
ZZZ ZZZ
ZZZZZZZZ
ZZZZZZZZ
ZZZZZZZZ

: داریم n = ۱ برای (ی) ‐ ٨
۲ = ۲! ≥ (۲!)۱ = ۲

یعنͬ است. برقرار n = k برای حͺم کنیم فرض حال

۲!.۴!.۶! · · · (۲k)! ≥ ((k + ۱)!)k.

داریم: ͬ کنیم. م ضرب (۲(k + ۱))! در را رابطه این طرفین

۲!.۴!.۶! · · · (۲k)!(۲k + ۲)! ≥ ((k + ۱)!)k(۲k + ۲)!.

ͬ شود. م ثابت حͺم است، ((k+۲)!)k+۱ از بزرگ تر رابطه این راست سمت دهیم نشان اگر
نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را نابرابری این راست سمت در (۲k + ۲)! که کنید توجه

(۲k + ۲)! = (۲k + ۲)(۲k + ۱)(۲k) · · · (k + ۳)(k + ۲)!.

به و بوده k + ۲ از بزرگ تر کدام هر که دارد وجود جمله k تساوی، این راست سمت در
بنابراین، شده اند. ضرب (k + ۲)!

((k + ۱)!)k(۲k + ۲)! > ((k + ۱)!)k(k + ۲)k(k + ۲)!
= ((k + ۲)!)k(k + ۲)! = ((k + ۲)!)k+۱.

آنگاه باشد برقرار n ≥ ۶ برای حͺم اگر استقرا: گام ١١ ‐(د)

(n+ ۱)۲
۲n

≤ ۱

داریم: n+ ۱ برای

(n+ ۲)۲
۲n+۱ =

۱
۲

(
n+ ۲
n+ ۱

)۲
(n+ ۱)۲

۲n
≤ ۱

۲

(
۱ +

۱
n+ ۱

)۲
.
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شود. مͬ نتیجه حͺم
(
۱ +

۱
n+ ۱

)
≤ ۱٫۴ ≤

√
۲ چون

دهیم: نشان است کافͬ ،n = ۱ برای ١١ ‐(ه)

۱ ≤ ۲
√

۱ = ۲.

یعنͬ است برقرار n = k برای حͺم کنیم فرض

۱ +
۱√
۲
+

۱√
۳
+ · · ·+ ۱√

k
≤ ۲
√
k

مقدار فوق رابطه طرفین به است، برقرار نیز n = k + ۱ برای حͺم که این دادن نشان برای

داریم: ͬ کنیم. م اضافه را ۱√
k + ۱

۱ +
۱√
۲
+

۱√
۳
+ · · ·+ ۱√

k
+

۱√
k + ۱

≤ ۲
√
k +

۱√
k + ۱

.

دهیم: نشان بتوانیم اگر
√
k +

۱√
k + ۱

≤ ۲
√
k + ۱,

توان به را طرف دو و کرده ضرب
√
k + ۱ به را رابطه این طرفین ͬ شود. م ثابت نیز حͺم آنگاه

داریم: آمده دست به رابطه طرفین کردن مرتب با ͬ رسانیم. م دو

۴
√
k(k + ۱) ≤ ۴k + ۳.

رابطه به نامساوی این مجدد رساندن دو توان به با

۱۶k۲ + ۱۶k ≤ ۱۶k۲ + ۲۴k + ۹,

است. برقرار وضوح به که ͬ رسیم م

ͬ شود. م تولید مساله قاعده با که است صفحه در ناحیه ها تعداد دهنده نشان f(n) کنید فرض ‐ ١٣
خط که کنید دقت f(۳) محاسبه در .f(۳) = ۷ و f(۲) = ۴ ،f(۱) = ۲ که است واضح
قسمت ها، این از هرکدام و ͬ شود. م ͷتفکی قسمت سه به ͬ کند م قطع را قبلͬ خط دو وقتͬ سوم
رابطه این f(۳) = f(۲) + ۳. داریم: بنابراین ͬ کند. م ͷتفکی قسمت دو به را متناظر ناحیه

داریم: و است برقرار کلͬ حالت در

f(k + ۱) = f(k) + (k + ۱). (٩ . ١)

که دهید نشان ابتدا

f(n) =
n(n+ ۱)

۲ + ۱

چیزی آن واقعا f(n) ͬ دهیم م نشان و کرده استفاده استقرا از حال ͬ کند. م صدق فوق رابطه در
باشد، برقرار k برای حͺم اگر است. برقرار وضوح به رابطه n = ۱ برای ͬ خواهیم. م که است

بͽیرید. نتیجه k + ۱ برای را حͺم درستͬ و کرده استفاده (٩ . ١) رابطه از
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پرداخت تومانͬ هزار دو اسͺناس دو با را آن باشد n = ۴ اگر ͬ کنیم. م ثابت n روی استقرا با ‐ ١٩
n + ۱ برای حͺم ͬ دهیم م نشان است. برقرار تومان هزار n برای گزاره کنید فرض ͬ کنیم. م

ͬ گیریم. م نظر در حالت دو است. برقرار نیز تومان هزار

را آن باشد شده استفاده تومانͬ هزار پنچ اسͺناس از هزارتومان n پرداخت در اگر اول حالت
ͬ کنیم. م جایͽزین هزارتومانͬ دو اسͺناس سه با

شود، استفاده تومانͬ هزار دو اسͺناس های از تنها تومان هزار n پرداخت در اگر دوم حالت
اسͺناس ͷی با را آنها دارد. وجود تومانͬ هزار دو اسͺناس دو حداقل پس ،n ≥ ۴ چون

ͬ کنیم. م عوض تومانͬ هزار پنج

داریم: n+ ۱ برای باشد برقرار n برای حͺم اگر است. برقرار n = ۱ برای حͺم ‐ ٢۵

xn+۱ − yn+۱ = xnx− ynx+ ynx− yny = (xn − yn)x+ yn(x− y).

شود. مͬ نتیجه n هر برای حͺم ترتیب این به

داریم: n = ۱ برای ‐ ٢٧

√
۲ = ۲ cos

π

۲۲ = ۲ cos
π

۴ = ۲
√

۲
۲ =

√
۲.

است: برقرار k برای حͺم کنید √فرض
۲ +

√
۲ +

√
۲ + · · ·+

√
۲ = ۲ cos

π

۲k+۱ .

راست سمت ͬ گیریم. م نظر در را آن دوم ریشه و کرده اضافه را ٢ عدد رابطه این طرفین به
از: است √عبارت

۲ + ۲ cos
π

۲k+۱ ,

دهیم نشان است کافͬ دارد. تودرتو دوم ریشه k + ۱ آن چپ سمت √و
۲ + ۲ cos

π

۲k+۱ = ۲ cos
π

۲k+۲ .

ͬ دانیم م

cos۲ θ =
۱ + cos۲θ

۲ .

ͬ شود. م نتیجه θ جای به π

۲k+۲ دادن قرار با حͺم

داریم: n = ۰ برای است. برقرار n = ۱ و n = ۰ برای حͺم ͬ دهیم م نشان ابتدا ‐ ٢٨

۱ = P۰(۲ cos θ) =
sin θ

sin θ
= ۱
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داریم: n = ۱ برای همچنین

۲ cos θ = P۱(۲ cos θ) =
sin۲θ
sin θ

=
۲ sin θ cos θ

sin θ
= ۲ cos θ.

است. برقرار n = k − ۱ و n = k برای حͺم کنید فرض حال

Pk(۲ cos θ) =
sin(k + ۱)θ

sin θ
, Pk−۱(۲ cos θ) =

sin kθ

sin θ
.

داریم: Pk+۱(x) تعریف بر بنا

Pk+۱(۲ cos θ) = ۲ cos θPk(۲ cos θ)− Pk−۱(۲ cos θ)

= ۲ cos θ
sin(k + ۱)θ

sin θ
− sin kθ

sin θ
.

داریم: رابطه این راست سمت در kθ = (k + ۱)θ − θ رابطه از استفاده با

Pk+۱(۲ cos θ) =
۲ cos θ sin(k + ۱)θ − sin((k + ۱)θ − θ)

sin θ

=
۲ cos θ sin(k + ۱)θ − cos θ sin(k + ۱)θ + cos(k + ۱)θ sin θ

sin θ

=
cos θ sin(k + ۱)θ + cos(k + ۱)θ sin θ

sin θ

=
sin(k + ۲)θ

sin θ
.

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به

کنید فرض نماد، کردن ساده برای ‐ ٢٩

Sk(θ) = sin θ + sin۲θ + · · ·+ sin kθ.

داریم: استقرا) (پایه n = ۱ برای

sin θ = S۱(θ) =
sin(۲θ/۲) sin(θ/۲)

sin(θ/۲) = sin θ.

یعنͬ: است برقرار n = k برای حͺم کنید فرض

Sk(θ) =
sin

(k + ۱)θ
۲ sin

kθ

۲
sin

θ

۲

.

داریم: ،Sk+۱(θ) = Sk(θ) + sin(k + ۱)θ چون

Sk+۱(θ) =
sin

(k + ۱)θ
۲ sin

kθ

۲ + sin(k + ۱)θ sin θ

۲
sin

θ

۲

.
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رابطه از استفاده با نهایی نتیجه

sin(k + ۱)θ = sin۲ (k + ۱)θ
۲ = ۲ sin

(k + ۱)θ
۲ cos

(k + ۱)θ
۲ ,

ͬ  آید. م دست به

دوم فصل

٢ . ١ تمرین

۲k − ۱ و بوده عضوی k مجموعه ͷی S کنید فرض (چرا). است برقرار n = ۱ برای حͺم ‐ ٣
مجموعه .b ̸∈ S آن در که ͬ سازیم م را S+ = S ∪ {b} مجموعه دارد. ناتهͬ زیرمجموعه
و A ناتهͬ زیرمجموعه دو ،S از A زیرمجموعه هر برای و بوده S+ زیرمجموعه ͷی {b}

پس دارد. وجود S+ برای A ∪ {b}

|P(S+)| = ۲|P(S)|+ ۱
= ۲(۲k − ۱) + ۱ = ۲k+۱ − ۱.

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب، این به

سوم فصل

٣ . ١ تمرین

انتخاب ٢ راست سمت رقم برای و باشد) رقمͬ هفت باید (عدد انتخاب ٩ چپ سمت رقم برای ‐ ۵
هر و ندارد وجود محدودیتͬ دیͽر رقم پنج برای دارد. وجود باشد) قسمت قابل پنج بر باید (عدد
۹×۲×۱۰۵ = مساله جواب ضرب، اصل تعمیم بر بنا ͬ شوند. م انتخاب حالت ١٠ به کدام

است. ۱۸۰۰۰۰۰

اصل تعمیم بر بنا است. ۲۶۵ حرفͬ پنج و . . . و ۲۶۲ حرفͬ دو ،٢۶ حرفͬ ͷی کلمات تعداد ‐ ٨
مساله جواب جمع،

۲۶ + ۲۶۲ + ۲۶۳ + ۲۶۴ + ۲۶۵

است.

کرد. انتخاب ͬ توان م را محل ٢۶ از ͬͺی باشد)، کدام (هر بی صدا حروف از ͬͺی دادن قرار برای ‐ ١٠
همین به کرد. انتخاب ͬ توان م را باقیمانده مͺان ٢۵ از ͬͺی بی صدا، حرف دومین مͺان برای
حروف مͺان شدن مشخص از بعد ͬ کنیم. م مشخص را بی صدا حروف تمامͬ محل ترتیب
ضرب، اصل بر بنا الفبایی). ترتیب (در ͬ گیرند م قرار روش ͷی به تنها صدادار حروف بی صدا،

از: است عبارت مساله جواب

۲۶× ۲۵× · · · × ۶ =
۲۶!
۵! .

داریم: ͬ کنیم. م تجزیه اول عامل های به را ۶۰۰ عدد ابتدا ‐ ١١

۶۰۰ = ۲۳ × ۳۱ × ۵۲.
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و a, b, c ∈ Z آن در که m = ۲a × ۳b × ۵c هرگاه است ۶۰۰ علیه مقسوم m عدد
(a, b, c) سه تایی با علیه مقسوم هر بنابراین، .۰ ≤ c ≤ ۲ و ۰ ≤ b ≤ ۱ ،۰ ≤ a ≤ ۳
از است عبارت علیه ها مقسوم تعداد ضرب، اصل بر بنا است. متناظر فوق الذکر شرایط با

.۴× ۲× ۳ = ۲۴

او راست سمت نفر انتخاب برای است. نشسته ͬ ها صندل از ͬͺی روی افراد از ͬͺی کنید فرض ‐ ١٢
روال همین به اگر و انتخاب n − دوم۲ نفر راست سمت برای دارد. وجود انتخاب n − ۱

است. (n− ۱)! انتخاب ها کل تعداد ضرب، اصل از دهیم، ادامه

است. ۷! پاسخ قبلͬ تمرین بر بنا (الف) ‐ ١٣

گیرند. قرار میز دور مختلف روش (۷ − ۱)! به ͬ توانند م G۱ بجز دختر دو و پسر پنج (ب) ‐ ١٣
محل انتخاب برای روش ۷ − ۲ = ۵ فقط G۱ باشیم، داشته  را ترتیب ها این از ͬͺی اگر
داریم: ضرب اصل بر بنا .(B۱ چپ و راست سمت از غیر به جایی (هر دارد خود نشستن

.۶!× ۵ = ۳۶۰۰

امͺان پذیر حالت (۵−۱)! = ۴! به کار این نشسته اند. میز دور پسر پنج کنیم فرض ابتدا (ج) ‐ ١٣
G۳ و انتخاب چهار G۲ نشستن، برای انتخاب پنج G۱ باشد، شده داده ترتیبی چنین اگر است.
روش های تعداد ضرب، اصل بر بنا دارند. خودشان نشستن محل تعیین برای انتخاب سه تنها

از: عبارتند مطلوب
۴!× ۵× ۴× ۳ = ۱۴۴۰.

ͬ کنیم. م ارائه مختلف روش سه مساله این حل برای ‐ ١٨

انتخاب برای مختلف حالت های تعداد بͽیرید. نظر در را x مانند دلخواه عضوی اول: روش
ͷی {x, y} که باشید داشته توجه است. ۲n − ۱ ͬ نامیم؛ م y را آن که عضو دومین
به را عضو این کنید. انتخاب را z مانند دیͽری دلخواه عضو است. A از زیرمجموعه
ͬ گیریم. م نظر در A از دیͽر عضوی و ͬ کنیم م محسوب زیرمجموعه از عضو ͷی عنوان
اگر دارد. وجود مختلف انتخاب ۲n− ۳ زیرمجموعه، این عضو دومین انتخاب برای
تعداد کنیم؛ استفاده ضرب اصل تعمیم از و دهیم ادامه روش همین به را انتخاب ها

از: است عبارت انتخاب روش های مطلوب

(۲n− ۱)× (۲n− ۳)× · · · × ۵× ۳× ۱.

کار این ͬ دهیم. م قرار اول مͺان در و کرده انتخاب دوعضوی مجموعه زیر ͷی ابتدا دوم: روش

باقیمانده از دیͽر دوعضوی زیرمجموعه ͷی سپس است. پذبر امͺان حالت
(
۲n
۲

)
به

حالت
(
۲n− ۲

۲

)
تعداد به کار این ͬ دهیم. م قرار دوم مͺان در و ͬ سازیم م A اعضای

مختلف روش های تعداد ضرب، اصل از استفاده و کار این ادامه با است. امͺان پذیر
از: است عبارت A اعضای از عضوی دو زیرمجموعه n کردن )مرتب

۲n
۲

)(
۲n− ۲

۲

)
· · ·
(
۴
۲

)(
۲
۲

)
.



٢٩٩ رمزنگاری

مختلف !nحالت به زیرمجموعه ها این و نیست مهم زیرمجموعه ها قرارگرفتن ترتیب چون
با: است برابر مساله جواب کنند، عوض هم با را خود جای ͬ توانند )م

۲n
۲

)(
۲n− ۲

۲

)
· · ·
(
۴
۲

)(
۲
۲

)
n!

.

مختلف حالت (۲n)! به کار این ͬ کنیم. م مرتب مͺان ۲n در را A عضو ۲n ابتدا سوم: روش
و نیست مهم زیرمجموعه هر در عضو دو هر گرفتن قرار ترتیب چون است. امͺان پذیر
مساعد حالت های تعداد پس ندارد؛ اهمیتͬ نیز زیرمجموعه ها گرفتن قرار ترتیب همچنین

از: است عبارت

(۲n)!
۲nn!

= (۲n− ۱)× (۲n− ۳)× · · · × ۵× ۳× ۱.

٣ . ٢ تمرین

داریم: ͬ گیریم. م مشتق (۱ + x)n بسط از ‐ ٨

n(۱− x)n−۱ =

(
n

۱

)
+ ۲

(
n

۲

)
x+ · · ·+ n

(
n

n

)
xn−۱.

ͬ آید: م دست به زیر رابطه x در طرفین ضرب با

nx(۱− x)n−۱ =

(
n

۱

)
x+ ۲

(
n

۲

)
x۲ + · · ·+ n

(
n

n

)
xn.

ͬ دهیم: م قرار را ۱/x ،x جای به رابطه، این در

n
۱
x
(۱− ۱

x
)n−۱ =

(
n

۱

)
x

+

۲
(
n

۲

)
x۲ + · · ·+

n

(
n

n

)
xn

.

ͬ کنیم: م ضرب زیر رابطه به را مجموع این

(۱− x)n =

(
n

۰

)
+

(
n

۱

)
x+

(
n

۲

)
x۲ + · · ·+

(
n

n

)
xn.

نظر مورد رابطه راست سمت (x۰ (ضریب ضرب حاصل این در ثابت جمله صورت، این در
بسط در ثابت جمله با بنابراین و است

n

x
(۱ + x)n(۱ +

۱
x
)n−۱ =

n

xn
(۱ + x)۲n−۱

نتیجه حͺم ترتیب این به است. n(۱− x)۲n−۱ در xn ضریب همان مقدار این . است برابر
ͬ شود. م
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nجعبه در یͺسان توپ k دادن قرار با معادل nعضوی مجموعه ͷی از عضوی k زیرمجموعه هر ‐ ١٢
عضوی k زیرمجموعه های تمامͬ گیرد. قرار توپ ͷی حداکثر جعبه هر در که طوری به است

n تمامͬ داریم. نیاز توپ k
(
n

k

)
تعداد کار این برای ͬ سازیم. م را عضوی n مجموعه ͷی از

توپ ۱
n (k

(
n

k

)
) تعداد جعبه هر در بنابراین دارند؛ تقارنͬ خاصیت و بوده یͺسان هم با جعبه

با گیرد، قرار مشخصͬ جعبه درون توپی که جعبه n در توپ k دادن قرار روش هر ͬ گیرد. م قرار
قسمت ترتیب این به است. متناظر باقیمانده، جعبه n− ۱ در باقیمانده توپ k− ۱ دادن قرار

کنید. ثابت مشابه روش به را دوم قسمت ͬ شود. م ثابت رابطه اول

xk ضریب و گرفته مشتق (۱+x)n دوجمله ای بسط از که است کافͬ اول، تساوی اثبات برای ‐ ١٣
کنید. ثابت مشابه روش به را دوم تساوی کنیم. مقایسه رابطه طرفین در را

زیرمجموعه های تمامͬ مجموعه ͬ دهیم. م Nنشان = {x۱, x۲, . . . , xn} با را nعضوی مجموعه ‐ ١۵
کنید: تعریف زیر صورت به را Li مجموعه ͬ دهیم. م نشان Bm(N) با را N عضوی m

Li = {B|B ∈ Bm(N);x۱, x۲, . . . , xi−۱ ̸∈ Bm(N), xi ∈ Bm(N)} .

پس، دارد. تعلق Li ͷی به تنها B ∈ Bm(N) عضو هر که ست )واضح
n

m

)
= |Bm(N)| = |L۱|+ |L۲|+ · · ·

ͷی با دقیقاً B ∈ Li هر

C = B − {xi} ∈ Bm−۱(N − {x۱, x۲, . . . , xi}),

پس است. متناظر

|Li| = |Bm−۱(N − {x۱, x۲, . . . , xi})| =
(

n− i

m− ۱

)
.

ͬ شود. م نتیجه حͺم m+ ۱ با m و n+ ۱ با n جای تعویض با

حاصل صورت این در .x = ۱ دهید قرار و گرفته مشتق (۱+x)n جمله ای دو بسط از (الف) ‐ ٢٢
است. n۲n−۱ مجموع

n۲n+۱ − ۱
n+ ۱ صورت به حاصل بͽیرید. انتگرال [۰,۱] بازه در (۱+x)n جمله ای دو بسط از (ج) ‐ ٢٢

است.

٣ . ٣ تمرین
√

۴۸ از که دارند وجود ۵ و ۳ ،۲ اول عدد سه تنها .S = {۱,۲, . . . ,۴۸} کنید فرض ‐ ٢٠
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را c۳ و c۲ ،c۱ خاصیت پس نیستند. بیشتر

هستند. بخش پذیر ٢ بر که ͬ کنند م صدق خاصیت این در اعدادی :c۱ خاصیت
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هستند. بخش پذیر ٣ بر که ͬ کنند م صدق خاصیت این در اعدادی :c۲ خاصیت

هستند. بخش پذیر ۵ بر که ͬ کنند م صدق خاصیت این در اعدادی :c۳ خاصیت

با است برابر ͬ کنند م صدق خاصیت ͷی در که S مجموعه اعضای تعداد

N (c۱) +N (c۲) +N (c۳) = ⌊۴۸
۲ ⌋+ ⌊

۴۸
۳ ⌋+ ⌊

۴۸
۵ ⌋

= ۲۴ + ۱۶ + ۹ = ۴۹.

با است برابر ͬ کنند م صدق خاصیت دو در که S اعضای تعداد

N (c۱, c۲) +N (c۱, c۳) +N (c۲, c۳) = ⌊۴۸
۶ ⌋+ ⌊

۴۸
۱۰⌋+ ⌊

۴۸
۱۵⌋

= ۸ + ۴ + ۳ = ۱۵.

اصل بر بنا است. بخش پذیر ۵ و ٣ ،٢ اول عدد سه هر بر که دارد وجود عدد ͷی تنها همچنین
عبارت نیست قسمت قابل عدد سه این از ͷی هیچ بر که S از اعدادی تعداد طرد، و شمول

از: است
۴۸− ۴۹ + ۱۵− ۱ = ۱۳.

اعداد زیرا .۱۳+۳−۱ = ۱۵ با است برابر داخل) (و ۴٨ و ١ بین اول اعداد تعداد بنابراین،
شود. شمارش نباید و نیست اول نیز ١ عدد و شوند شمارش اول اعداد جز باید ۵ و ٣ ،٢

۵ . ٣ تمرین

زیردنباله ͬ ترین طولان طول را bi ندارد. وجود صعودی عضوی n+ ۱ زیردنباله هیچ کنید فرض ‐ ٢
n + ۱ حداقل کبوتر، لانه اصل بر بنا است. ai آن جمله اولین که ͬ گیریم م نظر در صعودی
ai > aj آن از که bi = bj و i < j چون برابرند. هم با که دارد وجود bi دنباله در جمله

داریم. جمله n+ ۱ از نزولͬ دنباله ͷی پس ͬ شود. م نتیجه

۲۳ = ۸ از ͬͺی مربع، سه از ستون هر پس ͬ شود، م رنگ آمیزی رنگ، دو از ͬͺی به مربع هر ‐ ٨
ستون، نه از ستون دو کبوتر، لانه بنابراصل و بوده هفت ستون ها، تعداد دارد. را رنگ الͽوی
دو حداقل کبوتر، لانه اصل بر بنا مجدداً ستون ها، این از ͷی هر در دارند. یͺسانͬ رنگ الͽوی
کنید (ثابت ͬ آورند. م وجود به را مطلوب نتیجه نقطه چهار این دارد. وجود رنگ ͷی از مربع

است؟) برقرار نیز ۷× ۳ آرایه ͷی در مربع ٢١ برای مساله

(X, {a, b}) و بͽیرید نظر در کبوتر عنوان به را ستون ١٩ دهید. نشان Y و B ،R با را رنگ سه ‐ ٩
.۱ ≤ a < b ≤ ۴ و بوده رنگ سه از ͬͺی X آن در که کنید فرض کبوتر لانه عنوان به را

از نقطه ⌈۴۳⌉ = ۲ کبوتر لانه اصل به بنا دارد. وجود نقطه چهار ستون هر در که کنید توجه
آن صورت این در هستند. X رنگ از b و a نقاط کنید فرض هستند. همرنگ نقطه چهار این

حالͬ در است ۳×
(
۴
۲

)
= ۱۸ کبوتر لانه های تعداد . ͬ دهیم م قرار (X, {a, b}) لانه در را

ͬ شود. م نتیجه حͺم کبوتر لانه اصل از است. ١٩ کبوترها تعداد که
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۵١ چون بͽیرید. نظر در را (۹۹,۱۰۰) و . . . ،(۳,۴) ،(۱,۲) صورت به اعداد از زوج ۵٠ ‐ ١١
دارد. وجود آنها بین در (k, k+۱) مانند زوجͬ کبوتر، لانه اصل بر بنا است، شده انتخاب عدد
عاد نیز را (k + ۱) − k = ۱ آنگاه کند عاد را k + ۱ و k عدد دو هر p مانند عددی اگر

است. تناقض ͷی این که کرد، خواهد

در و کنید ایجاد جعبه ای آنها از کدام هر برای بͽیرید. نظر در را ۱,۳,۵, . . . ,۹۹ فرد عدد ۵٠ ‐ ١٢
اولین داخل در صورت این در دهید. قرار را ٢ توان های در آن مضارب تمامͬ و عدد این آن داخل
{۳,۶,۱۲,۲۴, . . .} اعداد بعدی جعبه در و دارند قرار {۱,۲,۴,۸,۱۶, . . .} اعداد جعبه
وقتͬ کبوتر، لانه اصل به توجه با ͬ شوند. م شامل را اعدادی نیز جعبه ها سایر ترتیب همین به و
ͬ شود. م انتخاب عدد ͷی از بیش جعبه ͷی از ͬ کنیم، م انتخاب جعبه ۵٠ این بین از عدد ۵١

است. قسمت قابل دیͽری بر ͬͺی پس هستند. k۲n و k۲m صورت به عدد دو این

عمل زیر صورت به بنابراین ͬ کند. م تداعͬ را tan(x − y) رابطه نامساوی این داخل عبارت ‐ ١٣
ͬ کنیم. م تقسیم زیر صورت به قسمت هشت به را (−π

۲ ,
π

۲ ] بازه ͬ کنیم. م

(−π

۲ ,−۳π
۸ ], (−۳π

۸ ,−π

۴ ], . . . , (
π

۴ ,
۳π
۸ ], (

۳π
۸ ,

π

۲ ].

لانه اصل بر بنا .xi = arctan ai و هستند a۱, a۲, . . . , a۹ شده داده عدد ٩ کنید فرض
قرار زیربازه ها این از ͬͺی در که دارند وجود xi < xj شرط با xj و xi مقدار دو کبوتر،
نتیجه حͺم نامساوی این روی tan تابع ا˚عمال با .۰ < xj − xi <

π

۸ بنابراین ͬ گیرند. م
ͬ شود. م

و دارد عضو ١١ از کمتر با ناتهͬ زیرمجموعه ۲۱۱ − ۲ = ۲۰۴۶ عضوی ١١ مجموعه هر ‐ ١۴
زیرمجموعه ها این اعداد مجموع حداکثر

۹۱ + ۹۲ + · · ·+ ۹۹ + ۱۰۰ = ۹۵۵,

مساوی آنها اعضای مجموع که دارند وجود زیرمجموعه دو حداقل کبوتر، لانه اصل بر بنا است.
مساله نیاز مورد نتیجه تا کنید حذف را آنها باشند، داشته مشترک عضو مجموعه دو اگر است.

آید. دست به

نقطه این از ͷی هر مختصات الͽوی این بنابر فرد. یا و است زوج یا نقاط از ͷی هر مختصات ‐ ١۵
یͺسانͬ الͽوی عدد ٩ این از عدد دو کبوتر، لانه اصل به بنا دارد. را حالت ۲۳ = ۸ از ͬͺی

هستند. صحیح اعداد خط پاره این وسط مختصات بنابراین، دارند.

،۰ اعداد ارقام، این بین در اگر هستند. رقمͬ ١۶ عدد این ارقام ،d۱, d۲, . . . , d۱۶ کنید فرض ‐ ١۶
عدد این در ارقامͬ چنین کنید فرض پس است. بدیهͬ حͺم باشند، داشته وجود ٩ یا و ۴ ،١
حاصل صورت به ۶ عدد هستند. ۲,۳,۵,۶,۷,۸, ارقام این پس ندارند. وجود رقمͬ ١۶

است. ۲۳ با برابر ۸ عدد و بوده ٣ در ٢ ضرب
صورت این در است. i = ۱,۲, . . . ,۱۶ برای xi = d۱d۲ . . . dℓ و x۰ = ۱ کنید فرض

xi = ۲pi۳qi۵ri۷si ,

متمایز الͽوی ۲۴ = ۱۶ تعداد بنابراین هستند. فرد یا زوج pi, qi, ri, si آن در که است
آنها از عدد دو کبوتر، لانه اصل بر بنا و بوده هفده ها، xi تعداد دارد. وجود اعداد این برای
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پس دارند. یͺسانͬ الͽوی j < k با xk و xj عدد دو یعنͬ دارند. تجزیه برای یͺسانͬ الͽوی
است. کامل مربع dj+۱ × · · · × dk =

xk

xj

بنا ͬ شوند. م انتخاب مربع چهار این در نقطه پنج کنید. افراز واحد طول به مربع چهار به را مربع ‐ ١٨
نقطه دو این بین فاصله ͬ گیرند. م قرار نقطه ͷی از بیش مربع ها از ͬͺی در کبوتر، لانه اصل بر

باشد. بیشتر واحد) مربع (قطر
√

۲ از ͬ تواند نم

پنجم فصل

تمرین۵ . ٢

داریم: n = ۰ برای (الف) ‐ ١۵

f۰f۲ = ۰× ۲ = ۰ = f۲
۱ − ۱ = ۱− ۱ = ۰

یعنͬ باشد. برقرار k برای حͺم کنیم فرض

fk−۱fk+۱ = f۲
k + (−۱)k. (٩ . ٢)

: دهیم نشان باید
fkfk+۲ = f۲

k+۱ + (−۱)k+۱.

داریم: فیبوناتچͬ دنباله تعریف به بنا

fk+۲ = fk+۱ + fk

داریم: استقرا حͺم در fk+۲ دادن قرار با

fk(fk + fk+۱) = f۲
k+۱ + (−۱)k+۱,

یا
f۲
k + fkfk+۱ = f۲

k+۱ + (−۱)k+۱.

داریم: (٩ . ٢ (رابطه استقرا فرض از

fk−۱fk+۱ − (−۱)k + fkfk+۱ = f۲
k+۱ + (−۱)k+۱.

ͬ شود. م ثابت حͺم پس است. تحقیق قابل رابطه این برقراری که

داریم: n = ۰ برای ١۵ ‐(ب)

۰∑
i=۰

f۲
i = f۲

۰ = ۰ = ۰× ۱ = f۰f۱.

یعنͬ است. برقرار n = k برای حͺم کنید فرض

k∑
i=۰

f۲
i = fkfk+۱.
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داریم: ͬ کنیم. م اضافه را f۲
k+۱ رابطه این طرفین به

k+۱∑
i=۰

f۲
i = f۲

k+۱ + fkfk+۱ = fk+۱(fk+۱ + fk) = fk+۱fk+۲.

ͬ شود. م ثابت حͺم ترتیب این به

۴ . ۵ تمرین

از: است عبارت ar برای نمایی مولد تابع ‐ ۵

g(x) =

(
ex − e−x

۲

)(
ex + e−x

۲

)
ex

=
۱
۴ex

(
e۲x − e−۲x)

=
۱
۴
(
e۳x − e−x

)
=

۱
۴

∞∑
r=۰

(۳r − (−۱)r) x
r

r!
.

پس

ar =
۱
۴ (۳r − (−۱)r) .

داریم: ‐ ١١

(x۳ + x۴ + x۵ + · · · )۶ =
[
x۳(۱ + x+ x۲ + · · · )

]۶
= x۱۸(۱ + x+ x۲ + · · · )۶

= x۱۸
(

۱
۱− x

)۶

= x۱۸
∞∑
r=۰

(
r + ۶− ۱

r

)
xr

= x۱۸
∞∑
r=۰

(
r + ۵

۵

)
xr.

∞∑
r=۰

(
r + ۵

۵

)
xr در xk−۱۸ ضریب همان ،k ≥ ۱۸ برای عبارت این در xk ضریب

نتیجه در است.

ak =

(
k − ۱۸ + ۵

۵

)
=

(
k − ۱۳

۵

)
.
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از: است عبارت دنباله این برای نمایی مولد تابع ‐ ١٢

g(x) = (
x

۱! +
x۲

۲! +
x۳

۳! + · · · )
n

= (ex − ۱)n

=

n∑
k=۰

(
n

k

)
(ex)n−k(−۱)k

=

n∑
k=۰

(
n

k

)( ∞∑
r=۰

(n− k)r
xr

r!

)
(−۱)k

=

∞∑
r=۰

(
n∑

k=۰
(−۱)k

(
n

k

)
(n− k)r

)
xr

r!
.

پس

ar =

n∑
k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)r.

از: است عبارت ar دنباله برای نمایی مولد تابع ‐ ١٣

g(x) =

(
ex − e−x

۲

)(
ex + e−x

۲

)۲
ex

=
۱
۸
(
e۲x − e−۲x) (e۲x + ۱

)
=

۱
۸
(
e۴x − ۱ + e۲x − e−۲x)

=
۱
۸

[
−۱ +

∞∑
r=۰

(۴r + ۲r − (−۲)r) x
r

r!

]
.

.ar =
۱
۸ (۴r + ۲r − (−۲)r) پس

کنید: تعریف زیر صورت به را کاتالان اعداد با متناظر مولد تابع ‐ ١٩

c(x) =

∞∑
n=۰

Cnx
n

: دهد مͬ نتیجه اولیه شرط با همراه بازگشتͬ رابطه این

c(x) = ۱ + xc(x)۲.

داریم: رابطه این از

c(x) =
۱−
√

۱− ۴x
۲x =

۲
۱ +
√

۱− ۴x
.
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داریم: y هر برای دیͽر طرف از

√
۱ + y =

∞∑
n=۰

(۱
۲
n

)
yn = ۱− ۲

∞∑
n=۱

(
۲n− ۲
n− ۱

)(
−۱
۴

)n
yn

n
.

داریم: y = −۴x فرض با

c(x) =

∞∑
n=۰

(
۲n
n

)
xn

n+ ۱ .

آید. مͬ دست به مطلوب نتیجه که
: n ≥ ۰ هر برای کنید ثابت ابتدا ‐ ٢١

Cn =

(
۲n
n

)
−
(

۲n
n+ ۱

)
کنید استفاده زیر رابطه از کار این )برای

۲n
n+ ۱

)
=

n

n+ ۱

(
۲n
n

)
.
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